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Chapitre 4

Sommes et produits

I Généralités sur les sommes

1. Le symbole >

On rappelle que la notation [n, m] désigne ’ensemble des entiers compris entre les entiers n et m.

s : N
Notation - Somme
o Siay,...,a, sont des réels, on note la somme a1 +as + -+ an,
n
g a;, ou encore E a;.
i=1 1<i<n

n
Plus généralement, si p est un entier avec p < n, on note Y, a; = ap + apt1 + ... + an.
i=p
¢ Si I est une partie finie de N et (a;);e; une famille de nombres réels indexée par I, la somme des éléments

de cette famille est notée > a;.
i€l

Remarque. Par convention, la somme vide est nulle : > a; = 0.

i€o
n 7
Exemples. <>1+2+3+~-~+n=2k. <>1+32+52+...+152:Z(2k+1)2,
k=1 k=1
> L Z”: k 1 2 9 Xk
oSigeR, 1+qg+q¢ +---+4¢"=)>» ¢". o a2 2 M
pre 23t 0 k+1
24
0244464 +48 =" 2k 024 7T+1l= > i
k=1 ie{2,7,11}
Remarques. — Pour I =[1l,n],ona > a;=>_ a;.
i€l i=1
— L’indice ¢ dans les sommes ou les produits est muet : > a; = > a.
i=1 k=1
Nombre de termes. Si p et n sont deux entiers avec p < n, et a,,...,a, sont des réels, alors

n
la somme Z ay contient n — p + 1 termes.
k=p
n
En particulier, pour tout a € R,ona . a = a+...+a = (n—p+1)a.
k=p

2. Regles de calcul

Les régles de calcul suivantes proviennent directement des propriétés de l'addition dans R, et pourront étre bien
n

comprises en écrivant les sommes sous leur forme “étendue” : > =a; +...+ a,.
i=1
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e . N
Proposition
Soient n € N*, ay,...,a,,b1,...,b, des réels et A € R, alors
n n n n n
Z(ai—l—bi) = Zai—&—Zbi, et Z)\az = )\ZG,Z
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
\ J
n n n n
Exemple. Z(%Q +3k—-2) =2 (Z k2> +3 (Z k) -2 <Z 1) .
k=1 k=1 k=1 k=1
Remarque. Ces régles de calculs restent vraies pour des indices dans un ensemble fini I quelconque.
n
/\ On ne peut pas simplifier I'expression > a;b;.
i=1
e g : N
Proposition - Relation de Chasles
Si p et n sont des entiers avec p < n et a,,...,a, € R, alors pour tout m € [p,n],
n m n
D= a+ ) a
1=p i=p 1=m-+1
(. J
n+1 n
Exemple. En particulier, si ag,...,a, € R, on peut écrire Y ar = <Z ak) + Ana1-
k=0 k=0
Remarque. Plus généralement, si I et J sont deux sous-ensembles finis et disjoints de N, on a
> 0= Yt Yo
ieluJ i€l ieJ
10
Exercice 1. Calculer > min(5, k).
k=0
Proposition - Inégalité triangulaire généralisée
Soient n € N* et z1,...,2, € R. On a
n n
>_wif < 3 lail.
i=1 i=1
Démonstration. La démonstration se fait par récurrence, elle est laissée en exercice. O

3. Changement d’indice et télescopage

Une somme peut étre écrite de différentes maniéres selon le choix de l'indice. On peut passer d’une écriture & une
autre en changeant d’indice, on dit qu’on fait une réindexation de la somme.

n n+1
Exemples. < Zai+1 =a1+...+app1 = Z a; : on a fait le changement d’indice j =14+ 1.
i=0 j=1

n n
o Zai =a+...4a, = Za"—j : on a fait le changement d’indice j = n — 1.
i=0 §=0

Remarque. On prendra I’habitude de faire les vérifications suivantes & chaque changement d’indice.

— Le nombre de terme de la somme ne change pas.

— Les termes de chacune des sommes sont les mémes. On pourra examiner le premier et le dernier terme a des fins
de vérifications.

On retiendra qu’on ne peut effectuer des changements d’indice que du type j =14+ m ou j = m — i. Cest-a-~dire que
dans I’écriture du changement d’indice, le coefficient devant 'indice de sommation est soit 1 soit —1.
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n 2n n n—1
Exemples. 1. Z\/TH—Z' = Z VEk. 2. Z n—j= Z\/E
i=1 k=n+1 j=1 k=0
/" Méthode - Sommes télescopiques
Sip,ne Navecp <netap,...,a, €R, alors
n
Z(ak+l —ar) = Gpy1 — ap.
k=p
Démonstration. ¥ On a
n n n n+1 n
D (i —an) = Y an =) ak = Y ai— ) a,
k=p k=p k=p i=p+1 k=p
par changement d’indice ¢ = k + 1 dans la premiére somme. Ainsi,
n n+1 n n
Z(ak_;,_l — ak Z a; — Zak = Z a; + Ap+1 — | ap + Z ag = Gp41 — Ap,
k=p i=p+1 i=p+1 k=p+1
n n
car Y. a; = Y. ag (lavariable est muette). O
i=p+1 k=p+1

Remarque. Le procédé de la démonstration est a connaitre par coeur. Il faut savoir le refaire, et 'adapter si besoin.

n
1
Exemple. Soit n € N*, on note S,, = ———. Calculer S,,.
p , = Ay n
k=1
On commence par remarquer que pour tout k € N*, on a m = %
n

1 1 1
W = ) =1- .
5 Z(k k—i—l) n+1

k=1

Exercice 2. Calculer Z In (1 + }f)
k=1

Il Sommes classiques

1 . . -
- Ainsi, par télescopage,

Proposition - Somme des n premiers entiers, carrés et cubes

Soit n un entier naturel non nul. On a

n

=1 k=1

Zk n+1) ZkQ n(n+1)(2n+1) ZkBZnQ 2
) 6 ) *

Démonstration. Ces trois formules peuvent se démontrer par récurrence. Ces démonstrations sont laissées en exercice,

et doivent étre maitrisées parfaitement.

Exemple. On a par exemple

6 2

k=1 k=1

6

i — 2k) :i i n+1)(2n+1)72n(n+1) n(n+1)(2n75).
k=1

O
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( Proposition - Somme des termes d’une suite arithmétique )
Si la suite (uy,)nen est arithmétique de raison r € R, c’est-a-dire que pour tout n € N, w1 = u, + 7, alors
n n
Zuk = (n+1) uOJrTu", et plus généralement Zuk = (n—-p+1) UPJFTU".
k=0 k=p
(. J
Démonstration. On sait que pour tout n € N, on a u,, = u, + (n — p) r. Ainsi,
n n n n
n—p+1)(n—p
ZukzZup+(k—p)r:Zup+rZ(k—p) = (n—p+1)up+r( 2)( )
k=p k=p k=p k=p
= (—p+1) up—&-up—;(n—p)r
= (n—p+1) "”;7”" 0
4 ) S L . ™\
Proposition - Sommes géométriques
Soient n,p € N, avec p<net g€ R. On a
n n+1 sig=1 n n—p+1 sig=1
k L k
Z qa = 1—gntt . et plus généralement Z q" = 1—gnrt! )
. 71_(1 siqg#1 = qpil—q sig#1
(. J
Démonstration. ¥ Si g =1, comme on I’a vu, la somme est égale au nombre de ses termes.
Sig#1,ona
n n
1= ¢ =D (" - = ¢ —¢",
k=p k=p
n p _ ,n+l 1— n—p+1
par télescopage. On a donc Z P - = ¢ d . O
I—q I—q
k=p
Remarques. — Ces formules sont & connaitre par coeur.
— Lorsque ¢ > 1, on écrira souvent qn(:l_ L au lieu de 1_1qjq+1
n n n+1 n . .
; 3" -1 3 ; 1-(-1) 14+ (-1) 1 sin est pair,
Exemples. 3 =3 = —(3"-1), -1)" = = =
P ; 571 28D ;< ) 1— (1) 2 0 sin est impair.
- 3
Exercice 3. Montrer que pour tout n € N, on a Z (2cos(k) +sin(k?)) 3771 < 3
k=0
( . . N ™
Proposition - Formule de Bernoulli
Soient a,b € R et n € N*. On a
a — v = (a o b)(a”fl _’_an72b_~_ RS abn72 _’_bnfl)
n—1 n—1
= (a—0) Z L (. Z a1k
k=0 k=0
(. J
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Démonstration. ¥ Nous avons déja écrit la démonstration de ce résultat sans le symbole Y. Ecrivons-la plus préci-
sément : on a

n—1 n—1 n—1 n—1
(CL _ b) Zakbn—l—k — Zak+1 bn—l—k _ Zakbn—k _ Z (ak+1bn—(k+1) _ akbn—k)
k=0 k=0 —pn—(k+1) k=0 k=0
— anbO _ aObn
n—1
par télescopage. Ainsi, (a —b) Y. a¥b""17F = @™ — b", ce qui donne le résultat. O
k=0

n
Remarque. Le cas a = 1 s’écrit 1 — b = (1 —b) >_ b* : on retrouve le résultat sur les sommes géométriques.
k=0

I Sommes doubles

Il arrive qu’on souhaite sommer des éléments qui dépendent de deux indices différents. On parle alors de sommes
doubles.

n P
Donnons tout de suite un exemple : si on multiplie les sommes ) a; et )~ b;, on obtient
i=1 j=1

n P
(Zal> ZbJ :(a1+~~‘+an)(b1+~u+bp): alb1+...—|—a1bp
=t g=1 + ashy + ...+ agbp
+
+ anbl + ...+ anbp.

On somme donc tous les termes a;b; pour ¢ € [1,n] et j € [1,p]. Cette somme est notée Z a;b;.

1<ig<n,
1<jse

1. Sommes rectangulaires

On parle de somme double rectangulaire quand on somme tous les termes d’un tableau a double entrée, dont le
coefficient situé & la ligne i et colonne j est noté a; ;. Lorsque le tableau a autant de lignes que de colones, on parle de
somme carrée.

i\j 1 2 p
P
1 a1 a2 aj p — E aij
=1
P
2 a1 az 2 as p — E az. j
=1
n p
— E E i,
i=1 j=1
P
n Qp, 1 Ay, 2 An,p — E Qn,j
Jj=1
n n n p n
4,1 E ;.2 A Qi p — E E ai,j
i=1 i=1 i=1 j=11i=1
La somme obtenue est notée g a; j, ou E a; ;. Si la somme est carrée, on la note E ai ;.
1sisn (i5)€l1,n]x[1,p] A

1<jisp

On constate que la somme peut étre effectuée en sommant d’abord chacune des lignes, puis en sommant le tout, ou
en sommant d’abord chacune des colonnes, puis en sommant le tout. C’est ce qu’exprime la proposition suivante.
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( )
Proposition - Permutation des sommes rectangulaires
On a
n P P n
E Gij = §:§ Gij = §:§ Gij-

1<i< =1 j= i=1i=

1gjg; =il g=il j=11i=1
(. J

Remarque. Pour calculer une double somme on ’écrit comme deux sommes simples successives, et I'ordre n’a pas
d’importance.

Exemples. 1. Si on veut calculer la somme des nombres i x j lorsque (i,5) € [1,n], on écrit :
n n n n n 2
- - . _ n(n+1) ) n(n+1)
RN 3 R o 3 R e S s
1<i,5<n =1 Jj=1 i=1 j=1 i=1

2. Calcul de la somme Y min(s, ) :
1<ij<n

n i

Z min(¢,j) = ZZmin(i,j) = Z

1<i,5<n i=1 j=1

min(i, j) +
min /) >
=7

j=i+1
= j{:(?(i;-1)4-iﬁl—i))
= Z(n+%)ifiz(n+%);if%;i2

2
nn+1) nm+1)2n+1)

min(i, j)
—

B 1
= (37 12
nn+1)2n+1)

6

Exercice 4. Calculer la somme S = E 92—3,
0<i,j<n

2. Sommes triangulaires

On parle de sommes doubles triangulaires lorsqu’on souhaite sommer tous les coeflicients a; ; d’un tableau carré a
double entrée, tels que ¢ < j, ou i < j.

i\j 1 p D
n
1 a1 a2 a1.n — E ai,j
Jj=1
n
2 az 2 az n — E az . j
Jj=2
n o n
—>§ E @i
=1 j=1i
n
n Gn,n — E an’]’
j=n
1 2 n n 7
E ;1 E ;2 E Qi n — E E Q; 5
i=1 i=1 i=1 j=11i=1

La somme obtenue est notée E a; j. Dans le cas ol il n’y a pas de coefficients sur la diagonale, on note E Qi ;-
1<i<j<n 1<i<j<n
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Comme dans le cas précédent, on peut sommer chaque ligne, puis sommer le tout, ou encore sommer chaque colonne,
puis sommer le tout. On obtient les régles de permutations de la proposition suivante.

e N
Proposition - Permutation des sommes triangulaires

On a :

> am:i iam =i<ia]> 2 a“:% zn:ai’j -> (szaj)

1<i<i<n i=1 \ j=i j=1 \i=1 1<i<j<n i=1 \j=i+1 j=2

Remarque. Dans la pratique, on choisira I'ordre de sommation pour simplifier les calculs, en prenant bien garde aux
bornes dans les sommes.

i
Exemple. Calcul de la somme S,, = Z -.

1<i<y<n

D’aprés les régles de permutation, on a

n

=1/ =7 \i=1

Jj=t P Jj=1 ji=1

n
La somme % n’étant pas une somme qu’on sait calculer, on choisit la deuxiéme version. On a
j=i
n J n Lr . n . n n
1 . 1 jG+1) Jj+1 1 1 Inn+1) 1
S frng —_ frnd - X — = e —_ ]_ = - — —_ .
" j<zl> Zj 2 Z 2 2Z]+ZZ 5 2 Ta”
j=1 i=1 j=1 j=1 j=1 j=1
1 3
Ainsi, 5, = D o _n(n+3)

4 2 4

IV Produits

On utilise une notation analogue a celle des sommes pour les produits.

e 2
Notation - Produit
Siai,...,a, sont des réels, on note le produit aqas ... a,
n
Hai, ou encore H a;.
i=1 1<i<n
\ J
Remarques. — Comme pour les sommes, on aura aussi parfois recours a la notation [] a;.
iel
— Par convention, le produit vide vaut 1 : ] a; = 1.
1€ED
n
— Si a € R et les entiers p,n vérifient p < n, alors [[ a = a" P+
i=1
n m n
— On a toujours la relation de Chasles : sim € [I,n],ona [[a; = [[aix [ ai
i=1 i=1 i=m-+1

Les changements d’indices se font de la méme maniére que pour les sommes.

Factorielle. Pour tout n € N, on note
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LAinsi,sin>1,n!:1><2><...><n,et0!:1.

p
Proposition - Régles de calcul

SinéeN*etay,...,a,,b1,...,b, sont des réels, alors

S
&

s

n n n n
Q; =1 .
Haibi = (H%‘)X(Hbz), et H;TZ = = sibi,..., b, #0.
i=1 i=1 i=1 i=1 " IT b
i=1
n n
En particulier, si A € R, [] Aa; = A" [] a;.
i=1 i=1
(.
n
/\ On ne peut pas simplifier Uexpression [] (a; + b;).
i=1
p
/" Méthode - Produits télescopiques
Sip,n €N tels que p<netay,...,a, € R*, alors
n
H Ak+1 _ An+1
k—p Q. ap
\
Démonstration. ¥ On a
n n+1 n
n IT ak+1 IT o I aj | ann
ag+1  i=p j=i+1 j=p+1 Jj=p+1 _ Qpyl
H a - n - n - n - a ’
k=p a IT ax ap [ ax P
i=p i=p k=p+1

n

H ag.

k=p+1

n
car [] aj
Jj=p+1

Remarque. Comme pour les sommes, le procédé de la démonstration est a savoir refaire et adapter si besoin

Lk+1
E le. lcul P, = _—
xemple. Calcul de P, H T
k=1
n n n
1k+1 1 k+1 1 n+1 n+1
O P = _— = — _— = — = .
wa b= 157 (2)Ek on 1 on
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