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Chapitre 8

Systémes linéaires et matrices

| Généralités sur les systémes linéaires

1. Deéfinitions

Y 2 0.0 T ~
Définition - Systéme linéaire
Soient n et p deux entiers naturels non nuls.
* Un systéme linéaire & n équations et p inconnues z1,...,, est un systéme d’équations de la forme
aj1ry + aipra + o+ a1, = b Ly
az1r1  + az2r2 + 0 4+ agpT, = bo Lo
(S) : : .
Gn, 121 P An 222 9 °00  IF Up pTp = bn Ln
ol pour tout ¢ € [1,7n] et pour tout k € [1,p], a; ; et b; sont des réels connus.
* 1,...,Tp sont les inconnues du systéme. On appelle coefficients du systéme les réels a; ; ot ¢ € [1,n] et
J € [1,p], et second membre du systéme le n-uplet (by,...,by).
* Pour i € [1,n], n désignera par la i-iéme ligne du systéme, c’est-a-dire ’équation
L;: ;121 + a;2T2 + -+ G pTp = b;
* Une solution de (S) est un p-uplet (x1,--- ,x,) vérifiant toutes les équations. L’ensemble des solutions de
(S) est 'ensemble des p-uplets solutions de (.5).
* Lorsque (b1,...,b,) = (0,...,0), c’est-a-dire que tous les réels b; sont nuls, on dit que le systéme est
homogéne.
* Le systéme (Sp) obtenu a partir de (S) en remplagant le second membre (by,...,b,) par (0,...,0) est
appelé le systéme homogeéne associé a (5).
x Ecriture matricielle. Le systéme (S) se récrit AX = B, ot
a1 Q2 v ot Glp x by
azi1 a2 -+ o A2p X2 by
A = ) . A 9 X = 9 B =
@n,l an,2 ... ce . an’p ,’I,‘p bn
La matrice A est alors dite matrice associée au systéme linéaire (5).
\ J
Remarque. Si p est petit on utilisera plutdt les lettres z, 4, 2, t, . .. pour désigner les inconnues.
Exemples.
N Sx—3y+2z2—-t = 2 N C
Le systéme { 2+t = —1 est un systéme linéaire.

— Il a pour matrice associée A = (5 -3 2 —1)'

0o 2 0 3
. R ., S5c —3y+2z—t = 0
— Il a pour systéme homogéne associé { W +3 = 0°
. 2?2 —4dy = 2 r—Ty+2z = 2 .
— Les systémes { 243t = —1 et @—1)y—2) = 1 ne sont pas des systémes linéaires.
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Remarque. Il est utile de connaitre I'interprétation géométrique suivante.

— si p =2 : 'ensemble des points (z,y) du plan qui vérifient une contrainte de la forme ax + by = « est une droite
(si a et b ne sont pas tous les deux nuls). Résoudre un systéme de la forme

aaxr+aipy = by
a2,1x+a272y = b2

revient & trouver I’ensemble des points du plan qui appartiennent aux deux droites. On cherche donc I'intersection
de ces droites, qui peut étre vide (si les droites sont paralléles et distinctes), réduite & un point (si les droites
sont sécantes), ou une droite entiére (si les droites sont confondues).

— si p =3 : ensemble des points (z,y, z) de l'espace qui vérifient une contrainte de la forme az + by + cz = « est
un plan (si a, b et ¢ ne sont pas tous les trois nuls). Résoudre un systéme de la forme

a1z +aipy+aizz = by
(21T + azpy +az3z = bo
a3 1% +asoy+azzz = bs

revient & trouver ’ensemble des points de I’espace qui appartiennent aux trois plans. On cherche donc l'inter-
section de ces plans, qui peut étre vide, réduite a un point, une droite, ou un plan entier, selon les cas.

Définition - Systéemes équivalents

| Deux systémes linéaires (S1) et (S2) sont dits équivalents s’ils admettent le méme ensemble de solutions.

Exemple.

r—4y=1 Ly
et 2c+y =0 Lo sont équivalents car I’équation L3 équivaut a Ly — Lo.
—x—by=1 Ls

—4y=1 L
Les systémes { 92635 n z —0 L;
Les méthodes de résolution de systémes linéaires que nous allons proposer reposent sur la transformation du systéme
par un systéme équivalent qui est facile a résoudre. Ces transformations se feront en utilisant des opérations dites
élémentaires, qui changent le systéme en un systéme équivalent.

2. Opérations élémentaires

( Proposition - Opérations élémentaires
Les opérations suivantes transforment un systéme linéaire en un systéme linéaire équivalent.
1. Ajouter a une ligne un multiple d’une autre : L; <~ L; + AL;, ot A € R et j # 4.
2. Echanger deux lignes L; et L; : L; <+ L;.
3. Multiplier une ligne L; par une constante A non nulle : L; < A\L;.
4

. Changer 'ordre des inconnues dans le systéme : z; <> x;.
\ J

Remarques.

— En combinant [1] et [3] on obtient que 'opération L; <= AL; 4+ pL;, ot A # 0 et j # i change le systéme en un
systéme équivalent.

— En appliquant plusieurs fois [I} on voit qu’ajouter & une ligne une combinaison linéaire des autres lignes change
le systéme en un systéme équivalent.

/N Une erreur classique est d’effectuer simultanément des opérations qu’on ne peut pas décomposer en plusieurs
opérations élémentaires successives, et donc a transformer un systéme en un systéme qui ne lui est pas équivalent.
L’exemple suivant l'illustre bien.

r—y=1 Ly ! Ly« L+ Ly 20 +y=5 Lo 2

Si l'on effectue 'une aprés 'autre les deux opérations ci-dessus, on n’obtient pas le systéme (Sz). De fait, les systémes
(S1) et (S2) ne sont pas équivalents : (S1) a une unique solution (2,1), et (S2) a une infinité de solution.
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Il Résolution des systémes linéaires

Nous allons distinguer deux cas : le cas ot le systéme est simple (échelonné), pour lequel nous résoudrons le systéme
par substitution, et le cas général, ot nous chercherons a nous ramener & un systéme échelonné par des opérations
élémentaires en utilisant la méthode du pivot de Gauss.

Il faut retenir qu’on ne résoudra plus les systémes non échelonnés par substitution !

1. Systémes échelonnés

( Définition - Matrice échelonnée, systéme échelonné )
Une matrice A € 4, ,(R) est dite échelonnée si
— chaque ligne non nulle de A commence par strictement plus de zéros que la précédente,
— lorsqu’une ligne de A est nulle, toutes les suivantes le sont.
On dit qu'un systéme linéaire est échelonné s’il est associé & une matrice échelonnée.
(. J
Exemples.
. 4 1 1 4 2
— La matrice est échelonnée, donc le systéme Tyt e est échelonné.
0 0 2 2z = 3
1 11 1 r+y+z+t = 2
. 00 1 -1 , ) ) . z—t = 3 ) )
— La matrice 00 2 3 |™ est pas échelonnée, le systéme 9: 43 — 1 » est pas échelonné.
0 0 0 5 5t = 0

Remarque. Si A € ., (R) est une matrice échelonnée, alors elle est triangulaire. En revanche, la réciproque est fausse,
comme le montre le dernier exemple ci-cessus.

p
/" Meéthode - Résolution de systéme linéaire échelonné
Pour résoudre un systéme linéaire associé a une matrice échelonnée qui a exactement k lignes non nulles :
1. On choisit k£ inconnues, qui seront dites principales.

2. On les exprime les inconnues principales en fonction des autres, qui seront dites secondaires, et seront
traitées comme des paramétres.

Remarque. Encadrer les inconnues principales peut étre une bonne habitude pour les distinguer des inconnues secon-
daires.

Exemple.

1-3z
3—4z

3[z]—2y+2 -3 3[x]-2B3—-42)+2z = -3
[v]+4: = 3 A :3—4z‘:’

Les solutions sont donc tous les triplets de la forme (1 — 3z, 3 — 4z, z), ou z € R.

=]
!

2. Meéthode du pivot de Gauss

Il s’agit de se ramener au cas précédent, que 'on sait traiter. On utilise les opérations élémentaires pour se ramener a
un systéme équivalent qui est triangulaire ou échelonné.

Exemple. Considérons

r + 2y — 4z = 0
bx + 4y — 2z = 12 (S1)
3 + 3y — bz = 2

e Premiére étape : On utilise les opérations élémentaires pour transformer le systéme en un systéme équivalent
ou l'inconnue x n’apparait pas dans les deux derniéres équations. Puis, on transforme ce dernier systéme en un
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systéme équivalent ol les inconnues x et y n’apparaissent pas dans la derniére équation.

x + 2y — 4z = 0 xr + 2y -
5t + 4y — 2z = 12 & —6y +
3z + 3y — 5z = 2 -3y +
z + 2y -

& -y +

=3y +

r + 2y -

< -y +

e Seconde étape : On résout le systéme triangulaire ou échelonné :

r = —2y+4z
(&) < y = 3z2-—2 =
z = 2

4z
18z
Tz

4z
3z
Tz

4z
3z
—2z

<

= 0
= 12 <+ L, —5I4
= 2 <+ L3—-314
0
2 (*LQ/G
2
= 0
= 2
= —4 (—L3—3L2

= O

Théoréme - Pivot de Gauss

Tout systéme linéaire (S) est équivalent & un systéme linéaire échelonné, obtenu a partir de (S) par opérations

élémentaires.

Nous décrivons ici I'algorithme, dit du pivot de Gauss, qui permet d’obtenir un systéme linéaire échelonné par trans-

formations élémentaires, & partir d’un systéme linéaire quelconque

a1,1r1 + aigx2 + +  a1pTp

a21r1 + ag2x2 + +  a2pTp
(S) .

Up,1T1 + Qp, 22 + + Up,pTp

b1
bo

bn

Ly
Ly

L,

— Siay,; # 0 : on utilise Ly pour éliminer x; des autres lignes du systémes, en faisant les opérations suivantes :

@21

L2 — L27 L1
a1,1
Qn,1

L, < L,——1,
a1,1

— Sia;; =0,ily a deux cas de figure :

— ¢'il existe une ligne ¢ telle que a;1 # 0, alors on échange les lignes 1 et ¢ :

comme ci-dessus,

— sinon, x7 est quelconque : c’est une inconnue secondaire qui peut

passe a Ta.

A la suite de cette étape, on obtient donc que le systéme équivaut &

a11r1 + aipr2 + T a1pTp
/ /
(1'22'772 + + a‘Z,p'TP
I + + LA
Ay 222 Ay pTp

L1 < L;, et on procéde ensuite

étre traitée comme un paramétre, et on

by

/
b5

/
bn

On peut ensuite renouveler cette opération sur le systéme constitué des n — 1 derniéres équations. Et ainsi de suite,

jusqu’a 'obtention d’un systéme échelonné.
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Remarque. Dans la pratique, il sera parfois utile, autant que faire se peut, de se ramener par opérations élémentaires
au cas oll a;;; = 1, de maniére & simplifier les calculs. Sinon, on cherchera si possible & faire des opérations qui
n’introduisent pas de fractions.

+y +z =1 +y +z =1
Exemples. 1. 2t +y +z = -1 2N — -z = -3 Ly — Ly — 214
r -y +2z =1 -2y +z =20 L3+ L3 — L4
+y +2 =1
& -ly] -z =-3
3 =6 L3« L3 —2Ly
[z]=1-y—2z= -2
PEN :372:1
[z]=2
L’ensemble solution est {(—2,1,2)}.
+2y +z =1 +2y +z =1
2. 2¢c +3y —z =2 & — -3z =0 Lo+ Lo — 214
—x -y 42z =-1 y +3z =0 L3+ L3+ Ly

+2y +z =1
= — -3z =0
0 =0
o [z]=1-2y— 2= 1+ 52
2732

L’ensemble des solutions est {(1+ 5z, —3z,2), z € R} = {(1,0,0) + z(5,-3,1), z € R}. La représentation dans
R? des solutions est donc la droite passant par le point (1,0,0), de vecteur directeur @ : (5, —3,1).

Lg(—L3+ L2

Exercice 1. Résoudre les systémes suivants.

2 + 3y - 2z = -1 T - y + z = =2
1. r + 2y + 3z = 2 2. 2z + 3z = 7
3 + 4y — 5z = —4 r + 5y — =z = 1
Remarque. Il n’y a que trois cas possibles dans la résolution d’un systéme linéaire : — pas de solution,

— une unique solution,
— une infinité de solutions.

Il Matrices et systémes linéaires

1. Calcul de I'inverse d'une matrice avec les systéemes

Proposition - Inversibilité et systéme linéaire
Soit A € M, (R).
A est inversible si et seulement si pour tout Y € ), 1 (R), ’équation AX =Y a une unique solution X.

Dans le cas oit A est inversible, I'unique solution du systéme linéaire AX =Y est donnée par X = A~'Y.

Démonstration. Si A est inversible et Y € ., 1(R), alors AX =Y < X = A7'Y, ce qui donne bien que I’équation
AX =Y a pour unique solution A~'Y.

Supposons maintenant que pour tout Y € .4, 1(R), 'équation AX =Y d’inconnue X a une unique solution. Pour
tout j € [1,n], on note C; la matrice colonne de .#, 1(R) dont le seul coefficient non nul est le j™°, qui vaut 1. On
note par ailleurs X; I'unique solution de I’équation AX; = C}. Si on pose

@>M

B(m A&)<a

X9 AXo Co

Xn ), alors AB = ( AXy
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On a donc bien montré que A est inversible, d’inverse B. O
Remarque. Le point 1 de la proposition se récrit :

A est inversible & VY € 4,:1(R), 3'X € #,1(R), AX =Y.
En d’autres termes :

A est inversible & @4 A, 1 (R)
X

— My (R) est bijective.
— AX

p
/" Méthode - Recherche d’inverse d’'une matrice par systéme linéaire

1. OnﬁxeYz(;

Yn

> € Mp1(R), et on résout AX =Y.

2. On discute ensuite selon les cas suivants.

— S’il existe une unique solution X : on écrit la solution X en fonction de Y, et on identifie avec
X = A7'Y pour retrouver la matrice A"

— Sinon, la matrice A n’est pas inversible.

(. J
Exemples.
2 3 1 a
1. SiA=1|1 1 2|,s0itY =|b],onrésout AX =Y :
1 1 1 c
2r +3y +z2 = a x +y +2z =25b L1+ Lo
r +y +2z =5b & 2r +3y +2z = a Lo+ Ly
T +y +z =c r +ty +z =c¢
r +y +2z =5b
<~ Yy -3z = a—2b LQ(—L2—2L1
—z =c—b L3<—L3—L1
r = —a —2b + 5¢
& y = a +b —3c
z = b —c¢
-1 -2 5 -1 -2 5
Finalement, X =1 1 1 -3|Y,doncA'={(1 1 -3
0 1 -1 0 1 -1
1 0 -1 a
2.8 B=[1 2 1 |],s0itY=]|b]|,onrésout BX =Y :
-1 4 5 c
x —z = a x —z = a
r +2y 4z =0 & 20 +2z =b—a Lo+ Lo— Ly
—x +4y +5z =c 4y +4z = cH+a L3+ L3+ Ly
x -z =a
& 2y +2z =b—a

0 =3a—b+c L3y <+ L3 —2Ls
Le systéme admet soit une infinité de solutions, soit aucune. On en déduit donc que B n’est pas inversible.

La proposition suivante, admise pour le moment, montre qu’on peut en fait se contenter de considérer le systéme
linéaire homogene de matrice A € ., (R) pour déterminer si A est inversible.
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Proposition - Inversibilité et systéme linéaire homogéne

Soit A € A, (R).

0
A est inversible si et seulement si I’équation AX = () a pour unique solution () .
0 0

Ce résultat sera exploité dans le paragraphe suivant pour fournir un moyen rapide de déterminer par la méthode du
pivot de Gauss si une matrice donnée est inversible.

Nous introduisons la notion de noyau d’une matrice, qui sera utile dans la suite des cours d’algébre, et permettra une
reformulation de la proposition ci-dessus.

[ Définition - Noyau d’une matrice . )
Soit A € M, »(R). On appelle noyau de A I'ensemble des solutions X € .#, 1 (R) du systéme linéaire AX = <> 5
On note cet ensemble ker A : ?
0
ker A = {X € Mp1(R), AX = () }
0
N J

On peut alors reformuler la proposition ci-dessus de la maniére suivante : si A € #,(R), alors

0
A est inversible < ker A = { () } .
0

Comme nous l'avions déja remarqué dans un chapitre précédent, nous retrouvons ici le fait que s’il existe X € ., (R)
tel que AX est nul, alors A n’est pas inversible.

On déduit de ce fait les conditions ci-dessous, qui permettent de voir rapidement qu'une matrice n’est pas inversible.

( Proposition )

Soit A € A, (R).
— Si A a une ligne ou une colonne nulle, alors A n’est pas inversible.
— Si A a deux lignes ou deux colonnes proportionnelles, alors A n’est pas inversible.

— Si une ligne (resp. une colonne) de A est une combinaison linéaire d’autres lignes (resp. autres colonnes)
de A, alors A n’est pas inversible.

— Sl existe une combinaison linéaire non triviale et nulle de lignes (resp. de colonnes) de A, alors A n’est

pas inversible.
\ J

Démonstration. Nous démontrons le premier point. Si on suppose que la jé™¢ colonne de A est nulle, et si on note X
la matrice colonne de .4, 1 (R) dont les coefficients sont tous nuls, sauf le j*™° qui vaut 1, alors on a AX =0 :

w- (L)

Comme X n’est pas nul, on en déduit que A n’est pas inversible.

Si on suppose que la j™° ligne de A est nulle, on se raméne au cas précédent en remarquant que A a une colonne
nulle, et n’est pas donc pas inversible. Comme A est inversible ssi ‘A ’est, on en déduit le résultat.

Les autres points peuvent étre démontrés de maniére analogue en choisissant une matrice colonne X qui convient. La

preuve est laissée en exercice. O
1 2 -3

Exemples. 1. C=1|2 1 1 | n’est pas inversible : on constate que L3 = Ly + Lo.
3 3 -2
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2. Si B est la matrice de ’exemple du paragraphe précédent, on constate que Ls = —3L; + 2Ls, et on retrouve que
B n’est pas inversible.

2. Meéthode du pivot pour déterminer si une matrice est inversible

Si I'on souhaite seulement déterminer si une matrice est inversible (sans calculer son inverse), on n’a pas besoin de
résoudre un systéme linéaire. Les opérations élémentaires sur la matrice suffisent pour conclure, ce qui permet d’éviter
d’écrire le second membre, et facilite I’écriture des opérations.

Proposition

Soit A € #,,(R). Si A" est obtenue a partir de A par des opérations élémentaires sur les lignes ou sur les colonnes,
alors
A est inversible < A’ est inversible.

Remarque. Ici, on autorise aussi les opérations élémentaires sur les colonnes : en effet, on a vu que A € 4, (R) est
inversible si et seulement si *A est inversible.

Exemple. Considérons & nouveau la matrice A de 'exemple précédent. En faisant les mémes opérations sur les lignes,
on obtient :

2 3 1 11 2 11
A=[1 1 2| eGLsR) = [2 3 1|eCLsR) < [0 1 —1]|eGLy(R).
111 111 0 0

Comme cette derniére matrice est triangulaire et a ses coeflicients diagonaux non nuls, elle est inversible. On en déduit
que A est également inversible.
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