ECG1 Mathématiques 2024-25

Chapitre 13

Polynbmes

I Ensemble des polynémes a coefficients réels

1. Deéfinition et notations

( Définition - Polynéme
n

x On appelle polynéme a coefficients réels la donnée de P(z) = 3 apz®, ol ag, ..., a, sont des réels.
k=1

On note alors le polynome P ou P(x), et on lassocie a la fonction polynomiale

n
P:zxz— E apx”.
k=0

Si a, # 0, on dit que ag, a1, - ,a, sont les coefficients du polynome P. Le coefficient a,, est alors appelé
coefficient dominant de P. On le notera parfois c¢qom(P) dans ce cours.

* On note R[z] est Pensemble des polynomes a coefficients réels.

* Si P est de la forme P(z) = a,2”, on dit que P est un mondme.
(& J

Exemples. 23 + 2 et 2* — 52 + 1 sont des polynémes, 322 est un monome.
Remarques.
— Dorénavant, on ne fera pas la différence entre un polynéme P et sa fonction polynomiale associée.

— On s’autorise & noter le polynoéme indifféeremment P, P(x) ou P : x — P(z). A titre d’exemple, on parlera du
polynéme 2 + 1. Attention, cette notation n’est pas autorisée pour une fonction en général.

Définition - Polynéme nul
Si P(z) = apa™ + ...+ a1z + ap € R[z] avec a9 = ... = a, = 0, alors P est associé a la fonction polynomiale
nulle.

On appellera polynoéme nul tout polynéme P dont tous les coefficients sont nuls, et on notera alors P = O, ou
encore P = 0. Par abus, on dit que Og,] est le polynéme nul.

La proposition suivante assure que seul le polynéme nul est associé a la fonction nulle.

Proposition

Soit P € Rlz]. Si P(z) = 0 pour tout x € R, alors les coefficients de P sont tous nuls.

Démonstration. Supposons que P(z) = 0 pour tout x € R et que P n’a pas tous ses coeflicients nuls. On peut alors

n
écrire P(z) = 3" apz®, avec a,, # 0. D’aprés hypothése, on a lim Il(f) = 0, mais on a aussi
k=0 T—00
P(x) ant™ + an_12" N4+ ...+ a Ap—1 ag
= = an + + ... + - a/n'
xm " x "™ n—+too

Par unicité de la limite, on a donc a,, = 0, ce qui est une contradiction. Par conséquent, le polynéme P a tous ses
coefficients nuls. O

2. Opérations sur les polyn6mes

Les opérations introduites pour les fonctions s’appliquent pour les fonctions polynomiales, donc pour les polynomes.
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Soient P,Q € Rlz] et A € R.

Addition : (P + Q)(z) = P(z) + Q(=).
Multiplication par un scalaire : (AP)(z) = AP(z).
Produit : (PQ)(z) = P(2)Q(z).

Composition : P o Q(z) = P(Q(x)).

L S S =

On peut montrer que P + @, AP, PQ, P o (Q sont encore des polynémes. La proposition ci-dessous donne d’ailleurs
Pexpression des coefficients du polynéome PQ.

Exemples.
1. Si P(z) =23+ 222 + 1 et Q(z) = 2% — 22 + 1, alors
(P+2Q)(x) = 2> + 42 —4x +3, et (PQ)(x)=2"—32%+32% — 22+ 1.
2. Si P(z) =2z +5et Q(z) =22 — 1, alors
(PoQ)(z) =227, et (QoP)(x)=(2r+5)*—1=4a®— 20z + 24.
Remarque. Si P,Q € R[z], comme PQ = QP, donc les formules du binéme de Newton et de Bernoulli s’appliquent :
n n—1
n
P+ n _ Pk n—=k et P"—O" = (P — Pk: n—l—k.
=3 ()P @ =(r-ay P

La proposition suivante donne ’expression des coefficients du polynéme PQ.

( Proposition - Coefficients d’un produit de deux polynémes
Soient P et ) deux polynomes de R[z] tels que pour tout réel z, P(z) = Y a;x’ et Q(z) = Y bja’.
i=0 7=0

Pour tout ¢ > n, on pose a; = 0 et pour tout j > m, b; = 0. Le produit de P et @ est le polynéme PQ donné

par
n+m

k
PQ(z) = Z cpx®  avec pour tout k € [0,n +m], ¢ = Zapbk,p.
k=0 p=0

A J

Remarque. On a alors ¢y = agbg, ¢1 = agby + a1bg, ca = agbs + a1by + asby, ete.

Nous avons vu qu'un polyndéme est associé a une fonction polynomiale. La proposition suivante assure qu’en retour,
une fonction polynomiale n’est associée qu’a un seul polynome de R[z], & ajout prés de coeflicients nuls.

Proposition

Soient P, deux polynomes de R[z]. Si P(z) = Q(x) pour tout € R, alors P et @ ont les mémes coeflicients
non nuls.

Démonstration. Si P(x) = Q(x) pour tout x € R, alors (P — @)(x) = 0 pour tout « € R. On en déduit alors que les
coefficients du polynéome P — () sont nuls, ce qui conclut O

Remarque. On retiendra qu’on peut procéder par identification dans la manipulation des polynomes : si P(z) = Q(z),
alors les coefficients non nuls de P et de ) sont les mémes.

3. Degré d'un polynéme

Définition - Degré d’un polynéme

x Si P € R[z] est de la forme P(z) = Y axz* avec a, # 0, alors on dit que P est de degré n. On note
k=1

deg P = n.



ECG1 Mathématiques 2024-25

* Par convention, le polynéme nul est de degré —oc.

* On note R, [z] Pensemble des polynéomes de R[z] de degré inférieur ou égal a n.

Remarques.

— Si deg P = n, alors a,, est son coefficient dominant.

— Si le coefficient dominant de P vaut 1, on dit que P est unitaire (ou normalisé).
Exemples.

1. Un polynéme constant non nul est de degré 0.

2. Le polynome —323 + 4z — 1 est de degré 3. Son coefficient dominant est —3.

3. Ry[z] = {az +b, (a,b) € R?}, et Ry[z] = {az® + bx + ¢, (a,b,c) € R3}.

n
A\ si P(z) = Y axz®, on n’a pas forcément deg(P) = n, c’est le cas seulement si a,, # 0. On a seulement deg P < n.
k=0

( Proposition - Opérations et degré
Soient P et @ deux polynémes de R[z]. On a alors
* deg(P 4 Q) < max(deg P, deg Q).
— Si deg(P) # deg(Q), alors deg(P + Q) = max(deg(P), deg(Q)).
— Si deg(P) = deg(Q) et cdom(P) + Cdom (@) # 0, alors deg(P + Q) = max(deg(P), deg(Q)).
* deg(AP) =deg P si A # 0.
* deg(PQ) = deg P + deg Q.
* deg(P o Q) = deg(P) deg(Q) si deg@ > 1.

A J

Remarques.

— Ces propriétés sont toutes cohérentes avec la convention deg(0) = —oo, en appliquant les opérations suivantes :
si deg P = —o0, alors deg P + deg Q = —o0, deg P X deg @ = —o0.

- /A Onna pas toujours deg(P + Q) = max(deg P,deg Q). Par exemple :
si P(x) =22+ 2z et Q(z) = —22+2, alors (P+Q)(z) =2z +2, et deg(P+ Q) =1.
— Plus généralement, si P, ..., Py sont des polyndémes, alors

(2

=B

deg <§1 Pi> < max {deg(P,), i € [1,p]} et deg< Pi> _ﬁ‘; deg(P,).

Exemple. Déterminons le degré et le coefficient dominant du polynéme P(z) = (x — 2)™ — (z + 5)™.

s

2z + k).

Exercice 1. Déterminer le degré et le coefficient dominant du polynéme P(z) =
k

Proposition - Intégrité de R[z]
Si P et @ sont des polynomes, alors PQ =0 < (P =0ou @ =0).

Démonstration. Si P = 0 ou Q = 0, on a bien sir PQ = 0. Examinons maintenant la réciproque : si PQ = 0, alors
on a deg(PQ) = —oo, ce qui se récrit deg P 4+ deg Q = —oo. Ceci n’est possible que si deg P = —co ou deg Q) = —o0,
c’est-a-dire si P =0 ou Q = 0. O

Remarque. Cette propriété, que ’on utilise aussi lorsque ’on calcule avec des nombres réels, est bien str fausse lorsque
I’on travaille avec des fonctions non polynomiales!
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Il  Division euclidienne

Définition - Multiples et diviseurs

Soient A et B deux polynomes de R[z]. On dit que B divise A, ou que A est divisible par B s'il existe un
polynéme @ de R[z] tel que
A= BQ.

On note B | A. Dans ce cas, on dit que A est un multiple de B et que B est un diviseur de A.

Exemple. Comme 2?2 — 1= (z — 1)(z + 1), - le polynéme x — 1 divise le polynome z? — 1,

— le polynéme 22 — 1 est un multiple du polynéme z + 1.

Exercice 2. Soient A(z) = z* + 1 et B(x) = 2% + v/2z + 1. Montrer que B divise A.
Remarque. Si A est non nul et B | A4, alors deg(B) < deg(A).

( Théoréme - Existence et unicité de la division euclidienne (admis) )
Soient A et B deux polynomes de R[z] avec B # 0. Il existe un unique couple (@, R) de polynomes de R[z] tels
que

A=BQ+ R et degR < degB.

Les polynomes @ et R sont appelés respectivement quotient et reste dans la division euclidienne de A par B.
(. J

Exercice 3.

1. Déterminer le quotient et le reste dans la division de 22% — 522 — 3z + 4 par = — 2.
2. Déterminer le quotient et le reste dans la division de 223 — 22 — z + 2 par 22 — 1.

3. Déterminer le quotient et le reste dans la division de z* — 23 + x — 2 par 22 — 22 + 4.

Remarque. Si Q est le reste de la division euclidienne de A € R[z] par B € R[z] non nul, alors deg Q = deg A —deg B.

En effet, comme deg R < deg B < deg(BQ), on a deg(BQ + R) = deg(BQ), ce qui donne deg A = deg B + deg Q,
puis deg Q = deg A — deg B.

Proposition

Soient A et B deux polynomes de R[z] avec B # 0. B divise A si et seulement si le reste dans la division
euclidienne de A par B est nul.

Démonstration. On écrit A = BQ + R, division euclidienne de A par B.
— Si R=0, alors on a A = BQ, et B | A.

~ Si B| A, alors il existe Q € R[z] tel que A = BQ. Par unicité du quotient et du reste dans la division euclidienne,
ona @ =@ et R=0. Le reste de la division euclidienne de A par B est bien nul. O

/‘ Méthode - Montrer que B divise A

* On peut raisonner par identification pour chercher @ tel que A = BQ.

* On peut écrire la division euclidienne de A par B, et montrer que le reste est nul.

Remarque. Le reste de la division euclidienne d’un polynéme P par z — « ot o € R, est P(«).

En effet, la division euclidienne de P par x — « s’écrit P(x) = Q(z)(x —a) + R(z), avec deg R < deg @ = 1,
donc R est constant. En prenant z = «, on obtient que P(a) = R(a). Comme R est constant, on a
R(z) = P(a).



ECG1 Mathématiques 2024-25

Plus généralement, si on connait une racine « du polynéme B, alors le reste R dans la division euclidienne de A par
B vérifie R(a) = P(«). Ceci fournit parfois un moyen de trouver le reste sans effecteur la division euclidienne, comme
le montre ’exemple ci-dessous.

Exemple. Déterminons le reste R dans la division euclidienne de A(z) = 223 — 22 — x + 2 par B(z) = 2% — 1.

On sait que degR < degB = 2, donc R est de la forme R(z) = ax + b. Par ailleurs, comme on a
B(1) = B(—1) =0, on en déduit :

R(1) = P(1) =2 a+b=2 a=1
{R(—l):P(—l):O donc {—a—l—b:O ot {b:l

Par conséquent, R(z) = x + 1.

1l Polynéme dérivé

1. Définition et premiéres propriétés

(Définition - Polynéme dérivé )
n
x Soit P(x) = 3" apx® € R[z] avec deg P > 1. On appelle polynéme dérivé de P le polynéme P’ défini par
k=1
n
P'(z) = Z kapx®t.
k=1

* Si P est un polyndéme constant, le polynéme dérivé de P, noté P’ est le polynome nul.

(. J

Remarque. La fonction polynomiale associée & P’ est donc bien la dérivée de la fonction polynomiale associée a P.
Ainsi, les propriétés de la dérivation des fonctions sont vérifiées par les polyndmes : si P, @ sont deux polynémes de
R[z] et (A, p) € R?,
i. PP=0 <= P est un polyndme constant,
ii. linéarité : (AP + pQ) =\P' + u@’,
iti. produit et composée : (PQ) = P'Q+ PQ' et (PoQ) =Q x (P'oQ).

Proposition - Degré du polynéme dérivé
Si P € R[z] et deg(P) > 1, alors deg(P’) = deg(P) — 1.

n
kapzk—1. Par
k=1

conséquent, comme na, # 0, deg P’ =n —1=degP — 1. O

n
Démonstration. Si n = deg P > 1, alors P sécrit P(x) = Y axz®, avec a,, # 0. Ainsi, P'(z) =
k=0

Exercice 4. Trouver tous les polynomes P € R[z] tels que (P')? = 4P et deg P > 1.
Solution. Analyse. Soit P € R[x] non constant tel que (P')? = 4P. On a alors deg(P’)? = deg(4P). Or
deg(4P) = deg P, et deg((P')?) = deg P’ + deg P’ = 2deg P — 2.
Par conséquent, on a 2deg P—2 = deg P, ce qui donne deg P = 2. On peut alors écrire P(x) = az?+bx+c,
avec a,b,c € R et a # 0. Ainsi, (P’)? = 4P se récrit 4a?x + 4abx + b? = dax?® + 4bx + 4c. Ainsi,

40> =4a ., B
dab=4b & { Z{_l »
b? = 4c B

On en déduit que P est de la forme P(x) = 22 + bz + %, pour b € R.
Syntheése. Réciproquement, on vérifie sans peine que tous les polynémes de cette forme sont solutions.
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Définition - Dérivées d’ordre supérieur d’'un polynéme

Soit P € Rlz]. On définit les dérivées successives de P par

PO =p
{ VkeN, Pk = (p®)Y
Exemples.
— Calcul des dérivées successives du polynéme P(z) = -3z + 22 —z +2 : on a

Pl(z) = —92>+2x -1, P'(z) = —18z+2, PO@x) = -18, PW(z) = 0.

— Calcul des dérivées successives de P,(z) = 2", oun € N :

P/ (z) = na""', P'(z) = n(n—1)2""2%, PP(z) = n(n—1)(n—2)z"3,
Si k <n,onadonc P¥(z) =n(n—1)...(n—k+1)z"* = ———2"% Par ailleurs, pi"t <.

Ce dernier résultat est synthétisé dans la proposition suivante.

( . . . . . 0 ~ N\
Proposition - Dérivées successives d’'un mondéme
Soient n et k deux entiers naturels, on considére le monéme P, (z) = z™. Alors,
n! ek 0<k
—=2"" si0<k<n
PP (@) =4 (n—k) D
0 si k> n.
\ J

Remarque. On note que si k < n, alors deg P,(lk) = n — k. En particulier, le polynéme P,(Ln) est un polyndéme constant,
égal a n!.

On en déduit le résultat suivant.

( Proposition - Dérivées successives d’un polynéme )
Soit P(x) = Y a;x" un polynoéme de degré n.
i=0
i. Pour tout k € [0,7n], deg P**) = n — k et le polynome P*) est donné par,
n .'
(®) () = .
P¥ () = Z = k)!alx .
i=k
En particulier : P (z) = n!a,.
7. Pour tout entier £k >n + 1, Pk = .
N J

Remarque. En considérant la formule ci-dessus avec x = 0, on obtient que pour tout & € [0,n], on a

P®) (0
P®(0) = klay, donc ap = k'( )
. . ~ PM0) / P"0) PM(0)
On en déduit donc que P se récrit P(z) = Z &= P(0) + P'(0)z + 5 & + ...+ o
pard ! !

2. Formule de Taylor

La formule de la fin du paragraphe suivant est connue sous le nom de formule de Taylor pour les polynémes au point
0. Nous en voyons ci-dessous une généralisation a tout point a € R.
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e = N
Théoréme - Formule de Taylor
Soit P un polynoéme de degré n. Pour tous réels a et x, on a
P P(n)
P(z) = P(a)+ P'(a)(z —a) + 2('“) (z—a)? + ...+ n,(“) (z —a)
" pk)
En d’autres termes, pour tous réels a et x, P(z) = Z k'(a) (x —a)”
k=0 )
(. J

Démonstration. Nous avons déja démontré la formule dans le cas ot a = 0 dans la remarque du paragraphe précédent.
Nous allons en déduire la formule dans le cas général. Posons Q(z) = P(x + a), ce qui entraine que P(z) = Q(x — a).
On observe que Q' (z) = P'(x + a), et plus généralement, pour tout k € N, on a Q¥)(z) = P*)(z + a). En particulier,
Q™ (0) = P¥)(a) pour tout k € N. La remarque du paragraphe précédent appliquée a Q donne que

k) n pk)
Q(z) = sz k!(O) ok = kz k!(a) ok
=0 =0

" p) (g
Ainsi, P(z) = Q(z —a) = Z P k'( ) (z — a)F. O
k=0 '

IV Racines et multiplicité

1. Racines d’'un polynéme

[Définition - Racine }

| Soit P € R[z]. Une racine (ou un zéro) de P est un réel o tel que P(a) = 0.

Exemples. * = — « € R[z] a o pour unique racine, x 22 +1 € R[] n’a pas de racine,

*x 5 € R[z] n’a pas de racine, * 0 € R[z] a une infinité de racines.

- T — : 2
Proposition - Factorisation et racines
1. Soient P € R[z] et « un réel.
a est racine de P & (2 — «) divise P,
c’est-a-dire que « est racine de P si et seulement si P est de la forme P(z) = (z — a)Q(z), ou Q € Rx].
2. Plus généralement, si aq, ..., a, sont des réels deux & deux distincts, alors
aq,...,0p sont des racines de P < (. —oy)(z — a2)...(x — a;) divise P.
. J
Démonstration. 1. Nous avons vu que le reste dans la division euclidienne de P par le polynome (z — «) est donné
par P(«). Ainsi, on a
P(a) =0 < le reste dans la division euclidienne de P par (z — a) est nul < (x — a)|P.

2. I est clair que si (x — 1) ... (z — a,.) divise P, alors ag, ..., a, sont des racines de P.

Supposons maintenant «sq,...,q, sont des racines de P. Nous allons montrer par récurrence que pour tout
k € [1,7], le polynéme (z — 1) ... (x — ay) divise P.
— Initialisation. Comme «; est racine, le point précédent assure que (x — ) divise P.
— Hérédité. Soit k € [1,7 — 1]. On suppose que (z — 1) ... (z — ay) divise P. On sait alors que P s’écrit
P(z) = (z—a1) ... (x—ag)Q(x), avec Q € R[z]. Comme P(ag+1) =0et (apr1—aq) ... (agr1—ax) # 0,0na
Q(ag+1) =0, donc @ s’écrit Q(z) = (z—ap+1)Q(z) avec Q € Rx]. Ainsi, P(z) = (z—a1) ... (z—ag41)Q(x).

Par récurrence on a donc bien le résultat souhaité. En particulier, (x — ay) ... (z — ) divise P. O
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e N
/" Méthode - Factorisation d’un polynéme
Pour factoriser un polyndéme P, on peut procéder de la maniére suivante.
1. Chercher des racines évidentes aq, ..., ag.
k
2. Effectuer la division euclidienne de P par ] (z — ;).
i=1
3. Factoriser le quotient.
\ J
Exercice 5. Factoriser le polynéme P(z) = 3z% — 522 + 2.
Proposition - Nombre maximal de racines
Si P € R, [z] est non nul, alors il admet au plus n racines distinctes.
Démonstration. Siaq, ..., o sont des racines distinctes de P € R,,[z], alors on sait que (z—aq) ... (x—ay) divise P. On
en déduit que deg ((z—a) ... (z—ay)) < deg P. Comme deg(z—a) ... (z— o) = deg(z—oq)+...+deg(z—ay) = k,
on a donc k < deg P < n. Ainsi, on a bien montré qu’il y avait au plus n racines distinctes. O

Remarques.

— On utilise souvent la contraposée de ce résultat : si P € R, [z] admet n + 1 racines distinctes, alors P est le
polynéme nul.

— En particulier, un polynéme qui admet une infinité de racines est toujours nul.

Corollaire

Sin € Net ai,...,a,1 sont des réels distincts et P, Q € R, [z] vérifient P(a;) = Q(a;) pour tout ¢ € [[1,n+ 1],
alors P = Q.

En d’autres termes, si P et @) sont de degré au plus n et coincident en n+ 1 points distincts, alors ils sont égaux.

Démonstration. Si P(o;) = Q(ay) pour tout ¢ € [[1,n+1], alors le polynéme P—@Q € R, [z] a pour racines oy, ..., ny1,
qui sont des réels distincts. Ainsi, P — @ est nul, ce qui donne P = Q. O

Exercice 6. Montrer que tout polyndéme de R[x] de degré impair admet au moins une racine réelle.

2.  Multiplicité

& ®_ 0.0 . e s 1 . )
Définition - Multiplicité d’une racine

— Soient P € R[z] et a € R une racine de P. On dit que « est de multiplicité m € N* si m est le plus grand
entier tel que (x — a)™ divise P :

(x —a)™ divise P et (z —a)™"! ne divise pas P.

Autre formulation : il existe @ € R[z] tel que P(x) = (z — a)™ Q(x) et Q(«) # 0.

— Sim =1, on dit que « est une racine simple, sinon, on dit que « est une racine multiple. Dans le cas ou

m = 2, on dira que la racine est double.
\ J

Exemple. On considére le polynéme P(z) = (z — 2)3(2? + 1). On constate que 2 est racine de P, de multiplicité 5.
En effet, (z — 2)° divise P, et 2 n’est pas racine de x? + 1.
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Proposition - Caractérisation de la multiplicité

Si P € Rlz], a € R et m € N*, alors « est racine de P de multiplicité m si et seulement si

P(a)=P'(a)=...= P™ V() =0, et P™(a)#0.

A Avoir P(a) = P'(a) = ... = P Y(a) = 0 ne suffit pas pour conclure que la multiplicité de la racine a de P
vaut m : on peut seulement en déduire qu’elle est supérieure ou égale & m.
Exemple. Le polynome P(z) = x* — 323 4+ 22 4+ 4 a pour racine 2, qui est de multiplicité 2.

On a P(2) = 0, donc 2 est bien racine de P. Par ailleurs, comme on a P'(z) = 42% — 922 + 2z et
P"(z) = 122% — 18z + 2, on obtient que P'(2) =0 et P”(2) = 14 # 0.

Par conséquent, on a P(2) = P’(2) =0, et P”’(2) # 0, ce qui assure que la racine 2 a pour multiplicité 2.

Une adaptation de la preuve de la proposition du paragraphe précédent sur le lien entre factorisation et racines fournit
alors le résultat suivant.

e e . : 2
Proposition - Factorisation et racines
Siag,...,ap sont racines de P deux a deux distinctes, de multiplicités respectives my, ..., m,;, alors le polynéme
(x —ai)™ ...(z — ap)™» divise P. En d’autres termes, il existe @ € R[] tel que
P
P(z) = Q(x) H(x — )™,
i=1
et Q(a;) # 0 pour tout 7 € [1,p].
\ J

Remarque. On peut donc adapter la méthode précédente de factorisation d’un polynéme P en cherchant des racines
p
évidentes oy, ainsi que leur multiplicité my, afin de factoriser par [] (z — ag)™*.
k=1

Exercice 7. Factoriser P(z) = 2* — 32 + 422 — 3z + 1.

Corollaire - Nombre maximal de racines

Un polynéome P € R[z] de degré n posséde au plus n racines, comptées avec leur multiplicité, c’est-a-dire que si
o, ..., ap sont racines distinctes de P, de multiplicités respectives my, ..., my, alors my +... +m, < n.

En particulier, seul le polynome nul posséde une infinité de racines.

/" Méthode - Pour montrer qu’un polynéme est nul, on peut

* montrer que tous ses coefficients sont nuls,
* montrer que le polynéme admet strictement plus de racines comptées avec multiplicité que son degré,

* montrer que le polynéme admet une infinité de racines.

Exercice 8. Déterminer les polynomes P € R[z] tels que P(0) = 0 et, pour tout réel z, P(x) = P(sinz).

3. Relations coefficients-racines

La proposition suivante établit un lien bien utile entre les coefficients d’un polynéme de degré 2 et ses racines réelles
lorsqu’il en a.
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Proposition - Relations coefficients racines pour un polynéme de degré 2
Soit P(x) = az? + bz + ¢ un polynéme de degré 2 (a # 0) de discriminant positif. Alors
_ b
. apt+ay = =,
a1 et ag sont les racines de P < .
109 = o
(. J

Démonstration. Si le discriminant est positif, on sait que le polynéme P s’écrit P(z) = a(z — a1)(z — o), ot @« € R
et oy, ap sort les racines (éventuellement confondues) de P. On a alors ax? + bz + ¢ = az? — a(a; + a2)r + . O
V  Factorisation d’'un polynéme

Nous admettons le théoréme suivant, qui exprime qu’un polyndéme de R[z] peut toujours s’écrire comme un produit
de polynomes de degré 1 et de polynomes de degré 2 dont le discriminant est strictement négatif.

e -~ . N
Théoréme - Factorisation dans R|x]
Tout polynéme P de R[x] peut s’écrire
Plx)=XMNz—a1)™...(x —ap)""Ri(x) ... R.(2)
ol * A est un réel,
* o1,...,0p sont des racines deux & deux distinctes de multiplicités respectives my, ..., mp,
* Ry,..., R, sont des polynémes de degré 2 de discriminant strictement négatif.
\ J

Exemple. Factoriser les polyndémes suivants :

P(r) = (2* +2)(=* —1), Q(z)=2"+2>+1, R(z)=2" -1
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