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Chapitre 14

Introduction aux espaces vectoriels réels

Le but de ce chapitre est de généraliser des raisonnements et opérations habituels dans le plan ou dans ’espace a
d’autres ensembles sur lesquels on peut faire des opérations analogues, comme ’ensemble des polynomes, ’ensemble
des fonctions réelles, ou I’ensemble des matrices d’une taille donnée.

Rappel — Ecriture d’un ensemble. Nous avons vu trois maniéres de décrire un ensemble.
— Description en extension : écriture explicite de tous les éléments de ’ensemble.

Exemple. {1,2,7,8}
— Description par paramétrisation : on donne la forme des éléments de ’ensemble en fonction d’un ou plusieurs
parametres.

Exemples. E; = {(2 l;) , a,b,c€ R}, E> = {2p, p € N} ensemble des entiers naturels pairs.

— Description en compréhension : on décrit les éléments de I’ensemble comme éléments d’un autre ensemble
(plus grand) et vérifiant une certaine propriété (en général une équation).

Exemples. £y = {M € M2 (R), ‘M = M}, Es ={n €N, nest pair} = {n €N, Ip € N,n = 2p}

| Structure d’espace vectoriel

1. Lois de composition

Nous allons nous intéresser & une catégorie d’ensembles pour lesquels il est possible d’additionner les éléments et les
multiplier par un réel, comme c’est le cas de ’ensemble des vecteurs du plan ou de I’espace, avec les mémes propriétés.
Nous dirons alors que, muni de ces opérations, un tel ensemble est un R-espace vectoriel.

Ces opérations sont appelées lois de composition et sont décrites dans la définition suivante.

o : "
Définition - Loi de composition
Soit E un ensemble.
* On appelle loi de composition interne sur E une application de F x E dans E. On note généralement cette
application (u,v) — u + v.

* On appelle loi de composition externe sur E une application de R x E' dans E. On note généralement cette

application (A, u) — A - u. On notera souvent Au au lieu de A - w.
\ J

2. Espace vectoriel

VL o0 . S
Définition - Espace vectoriel réel

Un espace vectoriel réel (ou R-espace vectoriel) est un ensemble F muni :
* d’une loi de composition interne, notée +, vérifiant les propriétés suivantes :

1. + est commutative : pour tous u,v € E, u+v=1v+ u.
it. + est associative : pour tous u,v,w € E, (u+v)+w=u+ (v+w).
15t. + admet un élément neutre, noté Og et appelé vecteur nul : pour tout u € F, u+0g =0g +u = u.

1. tout élément admet un opposé : pour tout u € F, il existe v € E tel que u+v = v+ u = 0g. Dans ce
cas, le vecteur v est noté —u.

* d’une loi de composition externe, notée -, vérifiant les propriétés suivantes :
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v. existence d’une unité : pour tout v € E, 1-u = u.
vi. la compatibilité avec la multiplication : pour tous u € E et A,p € R, A-(p-u) = (M) -u= - (A-u).
vit. la distributivité de la loi - par rapport a la loi + : pour tous u,v € E et tous A\, u € R,

A(u+v)=A-u+Ar-v, et A+p)-u=Au+p-u.

(& J

Remarques.

— Les éléments de R sont appelés scalaires et les éléments de E sont appelés vecteurs. On ne note pas les vecteurs
avec une fléche @, sauf lorsqu’on fait de la géométrie dans R? ou R3.

— Il arrive parfois qu'on note 0 au lieu de Og pour désigner ’élément neutre de E. Attention toutefois a ne pas
confondre Og et 0 € R, qui sont des objets mathématiques différents.

— Dans la pratique, on ne passe généralement pas par la définition ci-dessus pour montrer qu’un ensemble muni
de ses lois est un espace vectoriel. Nous allons voir qu’on peut se ramener & des exemples de référence pour aller
beaucoup plus vite.

3. Exemples de références

Les exemples qui suivent sont fondamentaux. Pour chacun d’entre eux, nous allons détailler I’addition, le produit
externe et donner I’élément nul. Dans la suite, n désigne un entier naturel non nul.

a. L’ensemble R"
Un vecteur u de R™ s’écrit : u = (21,2, ...,2,) avec x1,Ta,. .., 2, des réels. On munit R™ de :

— la loi interne 4+ donnée par (1,2, ..., xn) + (Y1,Y2, -, Yn) = (T1,+y1,Z2 + Y25 -+, T + Yn),

— la loi externe - donnée par A - (z1,za,...,x,) = (Ax1, A2, ..., AZy).

L’élément nul de R™ est Ogn = (0,...,0).

b. L’ensemble M, ,(R) des matrices a n lignes et p colonnes

On munit M, ,(R) des opérations déja rencontrées précédemment :

a1 .- Q1p bl,l o b17p a1 +b171 .o Q1p +b1,p
— la loi interne donnée par : : + : : = : : ,
n,i -+ Qpyp b .. bpy p1 +bp1 oo Aupt+bnp
11 ... Q1p )\al,l ce )‘aL;D

— la loi externe donnée par A =

(ni -+ Qpp Ap1 ... Alnp

ol A= (aij)1cicnicicp € B = (0ij)1cicn1<j<p s0nt des éléments de My, p(R) et A € R.
0 ... 0

L’élément nul de M,, ,(R) est la matrice nulle : Oy, () =

c. L’ensemble F(A,R) des fonctions de A dans R

Si A est un ensemble, on rappelle que F(A,R) désigne 'ensemble des fonctions de A dans R. On munit F(A4,R) des
opérations déja rencontrées :

— la loi interne donnée par f +g: z — f(z) + g(z),

— la loi externe donnée par A- f :x — Af(x),

ou f,g € F(A,R), et A € R. L’¢lément nul de F(A,R) est la fonction constante nulle : 04 ) : z +— 0.
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d. L’ensemble RY des suites réelles

Comme les suites réelles sont des fonctions de N dans R, les lois sont celles de F(N,R) dans ce cas particulier. On
munit ainsi RN de :

— la loi interne donnée par (u + v), = u, + v, pour tout n € N,
— la loi externe donnée par (A - u), = Au,, pour tout n € N,

ott u = (uy), et v=(vy,), sont des éléments de RY et A\ € R. L’élément nul de RY est la suite constante égale a 0.

e. L’ensemble R[z] des polynémes a coefficients réels

On rappelle qu’on ne distingue pas les polynomes de R[z]| de leur fonction polynomiale associée. On munit donc R[z]
des mémes lois que F(R,R) :

— la loi interne donnée par (P + Q)(x) = P(z) + Q(z),
— la loi externe donnée par A - P(z) = AP(x),

ot P,Q € R[z] et A € R. L’¢lément nul de R[z] est le polynome nul Og(y.

e . ; — N
Proposition - Espaces vectoriels de référence
Les ensembles suivants munis des lois décrites ci-dessus sont des R-espaces vectoriels :
i. R™ avec n € N*. . Rlz].
ii. My p(R), avec n,p € N*. v. Ry[z], avec n € N.
iti. F(A,R), o A est un ensemble quelconque. vi. RN,
(. J

4. Reégles de calcul

Les régles de calcul décrites ci-dessous sont les mémes que celles vérifiées par les vecteurs du plan ou de l'espace. Il
sera trés utile par la suite de se faire une représentation des espaces vectoriels que nous considérerons analogue & celles
du plan ou de 'espace.

' . . ] )
Proposition - Régles de calcul dans un espace vectoriel
Si F est un espace vectoriel réel, alors les régles de calcul suivantes s’appliquent.
. SidAeERetue FE, alors A-u = 0g ssi (AzOouuzOE).
i. Siu € E, alors —u = (—1) - u.
Par conséquent, pour tous u,v € Eet A, p € R, —siA#0, Acu=XA-v = u=wv,
—siu#0g, A-u=p-u = A=pu.
\ J
5. Combinaisons linéaires
0 onC . ., . A
Définition - Combinaison linéaire
Soient E un R-espace vectoriel et vq,...,v, des vecteurs de E. On appelle combinaison linéaire des vecteurs
V1, ..., U, tout vecteur u de E de la forme
n
U= AN -Vi+-F+Ay v, = Z/\Z’Ul
i=1
ol A1,..., A, sont des réels. Les réels \; sont appelés coefficients de la combinaison linéaire.
(. J
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Remarque. D’aprés les propriétés des lois de composition + et - de F, si Aq,..., A\, € Ret uy,...,u, € E, alors le
vecteur A\jui + ...+ Au, est bien un vecteur de E. On dit que E est stable par combinaison linéaire.

e a
/“ Méthode - Montrer qu'un vecteur u est combinaison linéaire de v, ..., v,
n
Il s’agit de trouver des réels Aq,..., A, tels que u = > A\v; :
i=1
— on peut parfois les deviner,
— il faut sinon résoudre ’équation v = Ajv; + ... A\,v,, d'inconnues Ay, ..., \,. Par identification sur les
coefficients (du vecteur, de la matrice, du polynome, etc.), on se raméne & un systéme linéaire.
\ J

Exemples.

1. Soient e; = (1,0) et ex = (0,1) dans R2. Tout vecteur u = (z,y) de R? s’écrit comme combinaison linéaire de e;
et es. En effet, u = ze; + yes.

2. Le vecteur nul Op est combinaison linéaire de toute famille non vide de vecteurs d’un R-espace vectoriel E : si
u est un vecteur de la famille, alors Op = u — u.

3. Dans #5(R), si A= (_11 g) et B= (01 ?), alors M = (_32 g) est combinaison linéaire de A et B.

On peut trouver ceci en résolvant I’équation AA + uB = M, qui équivaut au systéme

A—p = 3
A +_2/;\ - iQ dont les solutions sont A = 2 et y = —1, ce qui donne M = 2A — B.
2204+p = 1

4. Montrer que g : z — cos(x — 1) est combinaison linéaire des fonctions f : z — cos(x) et fo : & — sin(z).
5. Le vecteur (1,1, 1) n’est pas combinaison linéaire des vecteurs (1,0,0) et (1,1,0).

En effet, toute combinaison linéaire de ces vecteurs s’écrit A(1,0,0) + (1,1,0) = (A + u, 1, 0). Quels
que soient les réels A, u, on a (A + p, 1,0) # (1,1, 1).

6. Le vecteur (3, —1) est combinaison linéaire des vecteurs (1,—1), (5,—3) et (—2,2) :

(3,—-1) = 0(1,-1)+1(5,-3) +1(=2,2) = —2(1,—1)+1(5,-3) +0(—2,2).

Remarque. Il n’y a pas toujours unicité des coefficients dans une combinaison linéaire (voir Exemple 6 ci-dessus), ce
qui veut dire qu’on ne pourra pas toujours procéder par identification.

Il Sous-espace vectoriel

1. Deéfinition

 —A/®,.0no - N
Définition - Sous-espace vectoriel

Soient E un espace vectoriel réel et F' C E (souvent noté sev). On dit que F' est un sous-espace vectoriel de E
lorsque

* F' est non vide,

* F' est stable par + : pour tous u,v € F, u+v € F.

* F est stable par - : pour tousu € Fet \€¢ R, A\-u € F.
\ J

Remarques.

— Les sous-espaces vectoriels de E sont les parties non vides de E stables par combinaison linéaire.

— Si F est un sous-espace vectoriel de E, alors Og € F' : comme F est non vide, il existe u € F', ce qui entraine
que Op =u—u € F.
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Exemple. E et {Og} sont tous deux sous-espaces vectoriels de F, ils sont dits triviauz.

e N
/‘ Méthode - Montrer qu’un ensemble F est un sous-espace vectoriel de E
On vérifie les propriétés suivantes.
i. FF C E, ou F un espace vectoriel réel qu’il faut préciser.
ii. O0p € F (ainsi F est non vide).
#3i. Pour montrer que F' est stable par + et par -, il suffit de montrer que :
Yu,oe F, VYAeR, X-u+wvekF.

\ J

Exemple. Montrons que F' = {(x,2z), € R} est un sous-espace vectoriel de R2.

~ OnaF CR2%
— En prenant z = 0, on voit que (0,0) € F.
— Soient u,v € F' et A € R. Il existe alors z,y € R tels que u = (z,2z) et v = (y, 2y), par conséquent

Mu+v = N, 2z) + (y,2y) = Az +y,2(\z+y)) € F.

Plus généralement, si a,b € R, alors F = {(az,br), = € R} est un sev de R

Proposition

Si F' est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel réel F, alors F', muni des mémes lois que F, est un espace
vectoriel réel.

Exemples.
— On retrouve le fait que R, [z] est un espace vectoriel : il s’agit d’un sous-espace vectoriel de Rz] :

¢ on a bien R, [z] C R[z],
¢ le polynome nul appartient bien a R, [z].

o sid€Ret P,Q € R,[z], alors comme deg(AP + Q) < max(deg(AP),deg®@) < n, on a AP + Q € R,[z].

— L’ensemble des solutions d’un systéme linéaire linéaire a p inconnues est un sev de RP.

/‘ Méthode - Montrer qu'un ensemble F définit un espace vectoriel

Pour montrer que F' définit un espace vectoriel, on ne revient en général pas a la définition! On essaie de trouver
un espace vectoriel de référence E tel que F' C E qui le contient, et on cherche & prouver que F est un sous-espace
vectoriel de E. Les lois + et - seront alors implicites : il s’agira des lois de E.

Exercice 1. Pour chacun des exemples ci-dessous, dire lesquels sont des espaces vectoriels.

1. F={X e M31(R), AX =3X}, ot A est une matrice fixée de M3(R).
G ={(z,y) €R?, 3z +y =0} et Gy = {(z,y) €R?, 3z +y=4}.
L’ensemble C des fonctions continues sur R.

L’ensemble des fonctions continues et positives sur R .

L’ensemble F, des polynémes qui s’annulent en a, ol a est un réel fixé.

L’ensemble {(un)nen, VR € N, upio — Styy1 + 6u, = 0}.

NS otk W

L’ensemble des matrices diagonales de taille n.

Proposition - Intersection de sous-espaces vectoriels

Soient £ un espace vectoriel réel et F, G deux sous-espaces vectoriels de E. F' N G est un sous-espace vectoriel
de E.
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Démonstration. On a bien stir F'N G C E. Par ailleurs,

—0g € FetOg e, donc0g € FNG.

- Siz,y € FNG et A € R, alors come F' et G sont des sev, on a Ax +y € F et Ax + y € G. Finalement,
A +yeFNG. O

Remarque. Si F' et G sont des sous-espaces vectoriels de F, en général F'UG n’est pas un sous-espace vectoriel de E.

Par exemple, d’aprés ce qui préceéde F = {(x,0), = € R} et G = {(0,7), = € R} sont des sev de R?, mais
FUG n’est pas un sev de R? : les vecteurs (1, 0) et (0, 1) sont dans FUG, mais (1,0)+(0,1) = (1,1) € FUG.

2. Sous-espace vectoriel engendré

o . R B h
Définition - Sous-espace vectoriel engendré

Soient £ un R-espace vectoriel et A C E une partie non vide de E. L’espace vectoriel engendré par A, noté
Vect(A) est 'ensemble des combinaisons linéaires des éléments de A, c’est-a-dire que

p
Vect(A) = {Z)\ﬂ}i, AMyoe s M ER vy, 0, € A}
=1

N J
Remarque. Pour alléger les notations, on écrit Vect(vy, ..., v,) au lieu de Vect({vy,...,v,}).
( Proposition )
Si F est un espace vectoriel et A est une partie non vide de E, alors Vect (A) est un sous-espace vectoriel de E.
Le sev Vect(A) est le plus petit sev de E contenant A : si F' est un sev de E, alors
ACF = Vect(A) C F.
\ J

En effet, il est clair que Vect(A) C E est non vide et stable par combinaison linéaire. Le deuxiéme point est clair
également : si F' est un sev de E et contient A, alors il contient toutes ses combinaisons linéaires.

Remarque. En particulier, Vect(A) est un espace vectoriel.

Exemples.

— Pour u € E, Vect(u) = {A\u, A € R}. Si u # 0g, on dit que Vect(u) est la droite vectorielle engendrée par u,
on la note Ru.

— Pour u,v € E, Vect (u,v) = {\u+ pv, A\, u € R}. Si u et v ne sont pas colinéaires, on dit que Vect (u,v) est le
plan vectoriel engendré par u et v.

/“ Méthode - Montrer qu’un ensemble F est un sous-espace vectoriel de F

Pour montrer que F est un sev de E, on peut aussi chercher une partie A de F telle que F' = Vect (A). Cette
méthode a 'avantage de fournir une famille de vecteurs qui engendrent F'. Nous verrons qu’une telle information
est trés utile.

Exemples.

1. Dans R*, on pose e; = (1,0,0,0) et e = (0,1,0,0). On a
Vect (61762) = {J) (1707070)+y(07170a0)5 l‘,yER} = {(l‘a?ﬁovo)a xayeR}-

2. L’ensemble E = {(z,y, —2x + y), (z,y) € R?} est un espace vectoriel.

En effet, on peut écrire £ = {z(1,0,-2) + y(0,1,1), =,y € R} = Vect ((1,0,-2),(0,1,1)), ce qui
implique que E est un sev de R3, donc un espace vectoriel.
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3. Dans R[z], on pose Py(x) =1, Pi(x) = x et Py(x) = 2%. On a
Vect (Po,Pl,Pg) = {aop() + a1 Py + asPs, ag,a1,as € R} = {CLO +a1x—|—a2x2, ap,a1,09 € R} = RQ[.’E]

4. Sin,p € N*, on a Vect ((E”) ) = M, »(R), ot les matrices E; ; sont les matrices élémentaires.

(4,5)€[L,n]x[1,p]

s St N
Proposition
Soient E un espace vectoriel et vy,...,v, € E.
i. Retirer un vecteur. Si v, est combinaison linéaire des vecteurs vy,...,v,_1 alors

Vect (v1,...,v,) = Vect (v1,...,0n-1).

1. Remplacer un vecteur. On peut ajouter a un vecteur une combinaison linéaire des autres, ou multiplier un
vecteur par un scalaire non nul sans changer le sev engendré :

n—1
— 81 A1,...,An_1 € R, alors Vect <v1,...,vn17vn + > Aﬂh’) = Vect (v1,...,0,).

=1
— si @ € R*, alors Vect (v, ...,av,) = Vect (v1,...,0,).
\ J
Démonstration. 1. - On a bien str par définition Vect (vy,...,v,—1) C Vect (vy,...,v,). Montrons la deuxiéme
inclusion. Comme v,, est une combinaison linéaire des vecteurs vy, ...,v,—1, on a v, € Vect (v1,...,vp_1).
Finalement, {vy,...,v,} C Vect (v1,...,v,—1), donc Vect (v1,...,v,) C Vect (vy,...,v,—1) (on sait que
Vect (v1, . ..,v,) est le plus petit sev de E contenant vy, ..., v,).
n—1 n—1
- Comme vy,...,V5-1,05+ > \v; € Vect (v1,...,0,), on a Vect (vl, N D )\ivi> C Vect (v1,...,0p).
i=1 i=1
D’autre part, si ajv1 + ... + apv, € Vect (vy,...,v,), alors
n n—1 n—1 n—1
S = Y (g — aphi)v; + ap, (vn + > Aﬂh’) € Vect (Ul, ey Un—1,Un + D /\wi> ,
i=1 i=1 i=1 i=1
d’ou Iautre inclusion.
ii. On voit le deuxiéme point en remarquant qu’'on peut passer d’une combinaison linéaire de (vy,...,av,) & une
combinaison linéaire de (vy,...,v,) en écrivant A\jv1 + ...+ Av, = Ao +...+ %(avn). O
Remarque. En particulier, Vect (vy,...,v,,05) = Vect (vy,...,v,).

Il Familles génératrices, familles libres

1. Familles génératrices

o : — . N
Définition - Famille génératrice
On dit qu’une famille (vq,...,v,) de vecteurs de E est génératrice de E, ou encore que la famille (vy,...,v,)
engendre E si
Vect (vy,...,v,) = E.
Cela revient a dire que tout vecteur de E est une combinaison linéaire de la famille (vy,...,v,) :
n
Yue E, I,....\p, €R, u= Z)\ﬂ)i.
i=1
\ ' J

Exemples.
1. ((1,0),(0,1)) est une famille génératrice de R2.
2. Plus généralement, pour tout n € N*| les n vecteurs
er =(1,0,...,0), e2=(0,1,0,...,0), ..., e, =(0,...,0,1)

forment une famille génératrice de R™.
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3. La famille de polynomes (1,z, 22, 2®) est une famille génératrice de Rs[z].

4. La famille ((17 1,1),(0,1,1),(0,0, 1)) génératrice de R3.

5. La famille (E; ;) engendre M, ,(R) : on a vu que Vect ((Ei»j)(z‘ HelLnlx[1 p]]) = M, ,(R).

(i.5)€[1,n]x[1,p]

/“ Méthode - Déterminer une famille génératrice d’un espace vectoriel

Pour déterminer une famille génératrice d’un espace E, on cherche a écrire E vous la forme E = Vect (F), ou F
est une famille de vecteurs de E. La famille F est alors génératrice de E.

Exemple. Recherche d’une famille génératrice de E = {(z,y, -2z + y), =,y € R} :

OnaFE = {2(1,0,-2) + y(0,1,1), z,y € R}. Ainsi, E est l’ensemble des combinaisons linéaires des
vecteurs v1 = (1,0,2) et va = (0,1,1). Autrement dit, E = Vect (v1,v2). On en déduit que la famille
(v1,v2) est génératrice de E.

Exercice 2.
1. Déterminer une famille génératrice de F' = { (g) € Ms1(R), 3x —y+4z= O}.
2. Déterminer une famille génératrice de G = {P € Ry[z], P(1) = 0}.
Remarque. La proposition de la page [7] permet de déduire d’une famille génératrice une famille génératrice plus

simple : en 6tant un vecteur qui est combinaison linéaire des autres vecteurs de la famille ou en multipliant un vecteur
par un scalaire non nul, on obtient une autre famille génératrice de F.

Exemples.

1. Dans #51(R), donner des familles génératrices plus simples de :

1 4 5 1 0 -4
(6.6 () ()
3 6 9 2 -5 7
2. Montrer que la famille (1, z + 1, x + 2, 2% + 1, 2%) engendre R3[x].

2. Familles libres, familles liées

T : : = 2
Définition - Familles libres et liées
Soit (v1,...,v,) une famille de vecteurs d’un espace vectoriel E. On dit que (vy, ..., v,) est une famille libre de E
si la seule combinaison linéaire nulle de cette famille est la combinaison linéaire triviale, dont tous les coefficients
sont nuls. Cela s’écrit : pour tous Ay,..., A, € R, on a
n
Z/\ﬂ]lzoE = A =---=),=0.
i=1
On dit aussi que les vecteurs vy, ..., v, sont linéairement indépendants.
Dans le cas ot la famille n’est pas libre, c’est-a-dire dans le cas ol il existe des réels Ay, ..., A, non tous nuls tels
que
n
Z Av; = Og, (L)
i=1
on dit que la famille (v, ...,v,) est lie. On appelle alors une relation de liaison de la famille.
\ J

Le caractére libre d’une famille de vecteur traduit 'unicité des coefficients dans une combinaison linéaire de ces
vecteurs. En d’autres termes, on peut procéder par identification dans la manipulation de ces combinaisons linéaires,
comme ’exprime le résultat suivant.
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Proposition - Principe d’identification

Une famille (vy,...,v,) est libre si et seulement si pour tous A1,..., Ap, fi1,...,4n € R, on a:
n n
Z)\ﬂ}i = Zuﬂ)i, = Vie [[l,n]], A = - (1)
i=1 i=1
Démonstration.
— Supposons que la famille (v1,...,v,) est libre. Si Ay,..., An, ft1,. ..,y sont des réels tels qu’on a la relation
n n

n
SAiv; = w;v;. Par conséquent, > (A; — p;)v; = 0, ce qui implique que A\; — p; = 0 pour tout 4, soit \; = ;.
i=1 -1 ;

i i=1

=1 =1 2
donc que \; = 0 pour tout ¢ € [1,n]. La famille (v1,...,v,e st donc libre. O

n n n
— Réciproquement, supposons que ([1)) est vérifiée. Si Y A;u; =0, alorson a Y \jv; = 0w;, donc (|I)) entraine
. 2 ~

Remarques.

— D’aprés la définition, une famille est libre si et seulement si aucun de ses vecteurs n’est combinaison linéaire des
autres.

Ceci se récrit : une famille est liée si et seulement si ['un de ses vecteurs est combinaison linéaire des autres.

— Cas d’un seul vecteur. Une famille d’'un seul vecteur est libre si et seulement si ce vecteur n’est pas le vecteur
nul.

— Si une famille est libre, alors toute sous-famille de cette famille est libre.

Exemples. Les familles ((0,1),(1,1),(1,1)) et (0,-1,3),(2,1,—1),(2,0,2)) sont lices.

Définition - Vecteurs colinéaires

Si E un espace vectoriel, on dit que deux vecteurs u et v de E sont colinéaires si la famille (u,v) est liée,
c’est-a-dire s’il existe A, u non tous deux nuls tels que Au + pv = 0g. Ceci équivaut & l'existence d’un réel \ tel
que

U= AV ou v = Au.

Remarque. Cas de deux vecteurs. Une famille de deux vecteurs est libre si et seulement si les deux vecteurs ne sont
pas colinéaires, c’est-a-dire qu’aucun des deux vecteurs n’est multiple de 'autre.

/N Le résultat ci-dessus ne s’applique que dans le cas d’une famille de deux vecteurs : on ne parle de colinéarité que
pour deuz vecteurs.

Exemples.
1. Dans R?, la famille (e1, e2), ott e; = (1,0) et ea = (0, 1) est une famille libre, car e; et e; ne sont pas colinéaires.

2. Dans R?, on note u = (—1,0,2), v = (2,0,—4) et w = (1,—1,3). Alors (u,v,w) n’est pas libre, car v = —2u.

e N
/" Méthode - Cas d’une famille de trois vecteurs ou plus
Pour prouver qu'une famille (vy,...,v,) de plus de trois vecteurs est libre, on est amené a résoudre ’équation
Av1 4+ v, = 0, d'inconnues réelles A1, ..., \,. En identifiant, on obtient un systéme linéaire. Il y a alors

deux issues possibles :

— le systéme a une seule solution (0,...,0) : la famille est libre.

— le systéme a une infinité de solutions : la famille est liée. N’importe laquelle des solutions non nulles fournit
une relation de liaison.
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Exemples.

1. Pour tout n € N*, la famille (ey,...,e,) avec e; = (1,0,...,0), e2 = (0,1,0,...,0), ..., e, = (0,...,0,1) est
une famille libre de R™.

En effet, si A1, ..., A, € R vérifient Adje; +...+ e, = (0,...,0), alors (Ay,...,\,) =(0,...,0), donc
AM=...=X,=0.

2. La famille de polynomes (1,z,22) est libre.

En effet, si on suppose que ax? + bz + ¢ = 0, c’est-a-dire que ax? + bx + ¢ est le polynéme nul, alors
ses coefficients sont nuls, c¢’est-a-dire que a = b = ¢ = 0. Ainsi, la famille est libre.

3. Dans ., ,(R), la famille (Em-)(ij)e[[l x5 &St libre.

4. Les fonctions f : x — coszx et g : x — sinz forment une famille libre de #(R,R).
En effet, supposons que A\f + ug = 0z®rpr), ot A\, € R, c’est-a-dire que pour tout z € R, on a
Af(x) + pg(x) = 0.

. . A=
En choisissant z = 0 et © = 7, on obtient alors { 0

i _ o » et la famille est libre.

L’exemple 2 ci-dessus se généralise aisément & une famille de polyndéme de la maniére suivante.

Proposition

Si Py,..., P, sont des polynomes non nuls tels que deg P; < deg P, < ... < deg P,, alors la famille (P, ..., P,)
est libre. On dit alors que la famille (P,. .., P,) est échelonnée en degré.

Plus généralement, toute famille de polynémes de degrés deux a deux distincts est libre.

Exercice 3. 1. Montrer que la famille ((1, 1,1),(0,1,1),(0,0, 1)) est une famille libre de R3.

2. Soit g : x> cos(z — 1), f1 : x> cos(z) et fa: x> sin(x). La famille (g, f1, f2) est-elle libre ou liée ?

1 0 -4
3. La famille ((;) , (—}) , (—71)) de #51(R) est-elle libre ou liée ?

Le résultat suivant permet de reconnaitre aisément le caractére libre de certaines familles de vecteurs de R™.

Proposition

Une famille .% de vecteurs non nuls de R™ telle que chaque vecteur de .% commence par strictement plus de 0
que le précédent est libre.

On dit d’une telle famille qu’elle est échelonnée.

Exemple. La famille ((17 1,1),(0,1,1),(0,0, 1)) de I'exercice précédent est une famille échelonnée de vecteurs non nuls
de R3, elle est donc libre.

4 ) 1\
Proposition
Soient E un espace vectoriel et (vy,...,v,) une famille de E.
i. Ajouter un vecteur. Si(vy,...,vy) est une famille libre et si v, 11 n’est pas combinaison linéaire des vecteurs
V1y...,Up, alors (v1,..., U, Upt1) est une famille libre.

1. Remplacer un vecteur. On peut ajouter & un vecteur une combinaison linéaire des autres, ou multiplier un
vecteur par un scalaire non nul sans changer le caractére libre de la famille :
n—1

— 81 A1,..., A1 € R, alors (vy,...,vy,) est libre ssi <v1, ey Un—1,Un + > )\ivi) est libre,
i=1

2

— si a € R*, alors (v1,...,v,) est libre ssi (v1,...,v,—1,av,) est libre.

10
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D’aprés la proposition précédente, les opérations du pivot de Gauss sur les vecteurs d’une famille de R™ ne changent
pas le caractére libre de la famille étudiée. On peut donc avoir recours & ces opérations pour se ramener a une famille
échelonnée.

e - a
/" Méthode - Etudier le caractére libre d’une famille de R”
Pour déterminer si une famille (vq,...,v,) de R™ est libre, on peut :
— effectuer les opérations du pivot de Gauss pour se ramener a une famille échelonnée,
— conclure : si la famille échelonnée obtenue ne contient que des vecteurs non nuls, alors la famille (vq, ..., v,)
est libre, sinon elle est liée.
\ J

Exemple. Montrons que la famille .# = (u,ug, u3), ot u; = (1,0,2), uz = (2,1,1) et ug = (1,1, 1) est famille libre
deR3. On a:

Z est libre < ((1,0,2),(0,1,-3),(0,1,-1)) est libre
< ((1,0,2),(0,1,-3),(0,1,—1)) est libre
< ((1,0,2),(0,1,-3),(0,0,2)) est libre.

Comme cette derniére famille est une famille échelonnée de vecteurs non nuls de R?, la famille .% est libre.

3. Bases

Définition - Base

| On dit qu’une famille (e, ..., e,) d’un espace vectoriel E est une base de F si elle est libre et génératrice de E.
Exemples.

1. La famille ((1,0), (0,1)) est une base de R? : nous avons vu qu’elle était libre et génératrice.
2. La famille (1,z,22) est une base de R?[xz], puisqu’elle est libre et génératrice.

Les deux bases de I'exemple précédent sont des bases “naturelles”, respectivement sur R? et sur R?[z], qu'on appelle
bases canoniques sur ces espaces vectoriels. Nous allons généraliser ceci aux espaces vectoriels R”, R"[z] et M, ,(R).

Bases canoniques.
— Cas de R" (n € N*). La famille
((1,0,...,0), (0,1,0,...,0), ..., (0,...,0,1))

est une base de R™ appelée base canonique.

— Cas de .#,,(R) (n,p € N*). La famille (E; ;)
canonique de My, ,(R). A titre d’exemple :

. 1 0 0 1 0 0 0 0 .
¢ la famille ((0 0> , (0 0) , (1 0> , (0 1)) est la base canonique de M (R),

(i) e[Ln] X [Lp] est une base de ., ,(R), appelée base

1\ /0 0
o lafamille | [ .|, |.]|.,....]: || est la base canonique de ., 1(R).
: : 0
o/ \o 1
— Cas de R"[z] (n € N). La famille (1,z,2?%,...,2") est une base de R"[z], appelée base canonique de R™[z].

De la définition de base découle directement la proposition suivante, qui fournit une maniére de montrer directement
qu’une famille est une base.

11
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e . 2
Proposition
Soit E un espace vectoriel. Une famille 8 = (ey,...,e,) de vecteurs de E est une base si et seulement si pour
tout vecteur u de E, il existe un unique n-uplet (Aq,...,\,) € R™ tel que
n
u = )\161 ++)\nen = Z)\ZeZ
i=1
A1
Les réels Ay, ..., A, sont appelés les coordonnées de u dans la base Z. On les note (A1, ..., \,), ou encore ( : ) .
>\n
\ J
Remarque. — L’existence de la combinaison linéaire dans la proposition correspond au caractére générateur de la
famille (eq,...,e,), et I'unicité au caracteére libre de (eq,...,e,).

— Attention, si on change l'ordre des vecteurs d’une base, on obtient une base différente de la base de départ, et
on change donc les coordonnées. Par exemple, si P(z) = 52 +x + 3, alors P a pour coordonnées (5,0,1,3) dans
la base (23,22, 2,1), et (3,5,1,0) dans la base (1,23, z, 2?).

p
/" Méthode - Montrer qu’une famille de vecteurs est une base

1. Pour montrer qu’une famille 4 donnée est une base d’un espace vectoriel E, on pourra :
— soit montrer que tout vecteur u de FE s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire des
éléments de ZA.
— soit montrer que £ est libre d’une part, génératrice d’autre part.
2. Pour obtenir une base d’un espace vectoriel E, on commencera par chercher une famille génératrice
(e1,...,en) de E, de sorte que E = Vect (eq,...,ep).

Si la famille (eq,...,e,) est libre, c’est gagné. Sinon, on essaiera de retirer suffisamment de vecteurs pour

obtenir une famille qui est toujours génératrice, et libre.
\ J

Exemples.

1. La famille ((17 1,1),(0,1,1),(0,0, 1)) est une base R3.

Exercice 4.

1. Déterminer une base de F = {(z,y, —2z + y), z,y € R} .

1 -2 —4
2. Déterminer une base de F' :Vect<< 2 > , ( 0 ) , < 4 ))
-3 5 9
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