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Chapitre 16

Etude asymptotique des suites et séries

| Etude asymptotique des suites

Dans cette section, u = (un)nen €t v = (U )nen désignent des suites réelles.

1. Négligeabilite

( Définition - Négligeabilité des suites A
— Cas ot (vp)n ne s’annule pas & partir d’un certain rang : on dit que (u, ), est négligeable devant (v,,)y, si
Un

0.

(I n—-+oo

— Cas général : on dit que (uy,), est négligeable devant (v, ), s’il existe une suite (e,), telle que

Up = Un€n, & partir d’'un certain rang, et ¢, — 0.
n—-+oo

On note alors u,, = o0 (v,) ou bien u, = o(v,), ou plus simplement u = o (v).
n—-+o0o

A J

Il faut noter que dans la pratique, seule la premiére définition sera utile : les suites que nous considérerons seront tou-
jours non nulles & partir d’un certain rang. C’est d’ailleurs ce que nous supposerons par la suite dans les démonstrations

du cours.
Exemples.
_ 3 no_ 1
2
3n+7 1 3 7
2. n2+3n—|—720(n3)’carn—~_7n+:7+7+7 — 0
n3 n n? nd3 notoo
1 1 1
3. —=o(1), car — — 0, 1=o0(n), car — — 0,
n n n—+oo n n—+oco
1_(1) L0 1=o0(n?) 1
3 =0(l), car 5 — 0, =o(n?), car 5 —— 0.
1 1 2 1
4. 20<),car”12 = \/725 = =73 _+> 0.
- n—-+oo
n vn = n n
5. Soient a,b € Ry tels que a < b, on a a™ = o (b"). En effet, 4= = (%) e 0.

AN «= o( ) » n’est pas une vraie égalité! Par exemple, ﬁlng =0 (%) et ﬁ =o0 (%), mais ﬁ =+ s

Remarque. On a u, = o(v,) si et seulement si |u,| = o (|v,]).

Lorsqu’on a u,, — v, = o(wy), ol (w,), est une suite réelle, on écrira
Up = Up +0 (wn) .

En d’autres termes, on dit ici que u = v+ h, ol h est une suite réelle telle que h,, = o (w,,). Il faut comprendre ici que
la suite u s’écrit comme la somme de la suite v et d’une certaine suite qui est négligeable par rapport a w.
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Proposition - Caractérisation des suites convergentes

o lim w, =0 si et seulement si u, = o (1).
n—+00

o Plus généralement, si £ € R, lim w, = ¢ si et seulement si u, = £+ o(1).
n—-+o0o

Unp —

Démonstration. Onau, — ( & up,—0 — 0 & — 0 u,—L=0(1) & up,=~0+0(1). O

n—-+oo n—-+oo 1 n—-+o0o

Remarque. Le fait que (u,), est négligeable devant (v,), ne préjuge en rien des limites de (uy), ou (v,), en +oo :
elles peuvent tout a fait avoir la méme limite. On a vu par exemple que # =0 ( L )

n

On peut récrire les résultats de croissances comparées de la maniére suivante.

( Proposition - Croissances comparées )
Pour tous «, 8,7 > 0,
(lnn)* =o(n?), nf=o0(e), ™ =o(nl)
On en déduit alors :
L (L) (1) 1 (1
nf (Inn)e emm  \nf)’ nl T \em
\ J
Exemple. Soient 3> 0et ¢ #0. o Si|g| > 1, alors n’ =o0(¢").
1
o Si|gq| <1, alors ¢" =0 (B) .
n
En effet, - si|g| > 1, on an® =o(en™™l4) car In|g| > 0, donc n? = o (|¢q|") = o (¢"),
~si0<|g/<1,onay=—Inlg >0, donc |g|" =er™l1l = L =0 (L).
e ot N N
Proposition - Régles de calcul
Soient (ay), (bn), (¢n) et (d,,) des suites réelles et A € R.
i. Sia, =o/(by,),alors ¢ Aa, =o0(b,),
o siA#0, ap,=o0(N\b,).
it. Si ap =o0(by) et ¢, = 0(by), alors a, + ¢, =0 (by).
iti. Si a, = o(b,) et b, =0 (cn), alors a, = o(cy).
w. Sia, =o(b,) et que ¢, =o(dy,), alors a,c, = o (bpd,).
v. Sia, = o(by), alors ayc, = o (bycy).
(. J

Ces régles de calcul découlent directement de la définition.

Exemples.
1. Inn=0(n) et n =0 (e") donc Inn = o (e").

2. onalnn =o(y/n) donc nlnn = o (n%?).

2. Equivalence

Nous introduisons ci-dessous la notion d’équivalence pour deux suites, qui traduit le fait que deux suites ont méme
comportement au voisinage de +oc.
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o . ; . )
Définition - Suites équivalentes

— Cas ot (vy)n me s’annule pas & partir d’un certain rang : on dit que (up)n, et (v,), sont des suites
équivalentes si
In 1

Un n——+oo
— Cas général : on dit que (uy), et (vy,), sont des suites équivalentes s”il existe une suite (a,) telle que
Up = UpQy, & partir d’'un certain rang, et o, — 1.
n—-4o0o
On note alors u,, ~ v, ou bien u, ~ v,.

n—-+o0o
G J

Comme pour la négligeabilité, la premiére définition sera suffisante pour la suite, pour les mémes raisons que précé-
demment. Nous supposerons donc qu’on est dans ce cas dans les démonstrations qui suivent.

Remarque. Si u,, ~ v,, alors v, ~ u,.

Exemples.
2
n“+3n+7 3
~ Onan?+3n+7~n?:en effet, ront =14+=4+—= 1
2 n n2 n—-+o0o
Tt
1 1 1 _
— Onaﬁ—kﬁwg .eneffet, 7 %n _1+En~>—+>ool
Inn + cosn cosn cosn 1
— Onalnn-+cosn~Inn:eneffet, —— =1+ — l,car’ ’g — 0.
Inn Inn n—+oo |Inn| n—too
P
Remarque. On peut généraliser le résultat du premier exemple ci-dessus : si P(x) = apz® avec ap # 0, alors
k=0

P(n) = apnP +...+ain+ay ~ apn®.

On pourra utiliser ce résultat sans justification.

Proposition - Caractérisation de la convergence vers un réel non nul avec I'équivalence

SifeR* ona

lim u,=¢ < u,~/~.
n—-+oo

. U
Démonstration. Comme [ #0,onau, — { & — — 1 & u,~~L O]
n——+4oo n——+4oo

A\ Si= 0, le résultat n’est pas vrai! Les seules suites qui vérifient u,, ~ 0 sont les suites nulles & partir d’un certain
rang, c’est-a-dire les suites qui stationnent en 0.

Proposition - Lien équivalence - négligeabilité

Up ~ Uy S Up = Uy +0 (V).

) Uy — V. U U
Démonstration. u, —v, =0 (v,) & —2" — 0 & ——1 — 0 & — — 1 & u,~uv,. O
Un n—+00 Un n—+00 Uy, n—+00

La proposition précédente exprime qu’un équivalent cache toujours un o (). Bien qu’il ne soit pas écrit, il est important
de le garder a l’esprit.

Remarque. Ce résultat permet de déterminer des équivalents en montrant que des termes d’une somme sont négli-
geables par rapport a I'un d’entre eux.

Ezemple. n— (Inn)% ~ n, car (Inn)2 = o (n) (croissance comparée), donc n — (Inn)> = n + o (n) ~ n.

Exercice 1. Déterminer un équivalent simple de n® 4+ Inn + (%)"
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Proposition - Equivalence et limite
Si u, ~ vy, alors

— soit les suites (uy)n et (vp), ont la méme limite, finie ou infinie,

— soit elles n’ont pas de limite.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que v, = u, —. Comme — — 1, on a bien le résultat. O
Un Uy n—+oo

On peut donc déterminer la nature d’une suite en considérant un équivalent plus simple de cette suite.

Exemples.

1. Siu, =n®+1lnn+ (%)n pour tout n € N*, alors u,, ~ n®, donc v, — -+o0.
n—-+oo

P
2. Soit P(z) = Y arx® un polynéme avec a, # 0. Comme P(n) ~ a,n?, la limite de la suite (P(n))n est celle de
k=0
son terme dominant.
Remarque. Supposons que u,, ~ v, et que la suite (v,), est positive & partir d’'un certain rang. Alors la suite (uy,),
est aussi positive a partir d’un certain rang.

( Proposition - Régles de calcul )
Soient (an), (bn), (¢n) et (dy) des suites réelles telles que a, ~ b, et ¢, ~ d,.
1. Produit. a, c, ~ b, d,.
ii. Inverse et quotient. Si (¢p,) est non nulle a partir d’un certain rang, alors (d,) I’est également, et
1 a, b,
Cn  dpn Cn  dp
iti. Puissance. Si A €N, alors a) ~ b)\.
Si A € R et (a,) est strictement positive & partir d'un certain rang, alors a}) ~ b).
w. Transitivité. Si a, ~ b, et que b, ~ ¢y, alors a, ~ c,.
\ J
Ces régles de calcul découlent directement de la définition. Exercice : écrire la démonstration rigoureusement.
< N . N
Deux régles a ne pas oublier.
— /A On ne somme JAMAIS des équivalents !
Ezemple. n? +mn ~n? et (—n? +n) ~ —n?, mais n? +n + (—n? +n) =2n £ 0.
— /\ Sauf pour passer i une puissance fixée, on ne compose JAMAIS un équivalent !
Exemple. (n+1) ~ n, mais e"™! = ee™ « ", donc on ne peut pas composer par la fonction exp.
J

Exemples.

16n* —3n® 4+ n? —12n+32
(2n2? + 3)2 '

1. Limite de la suite de terme général u,, =

16n*
On a 16n* — 3n3 +n? — 12n+ 32 ~ 16n*, et (2n% + 3)2 =4n* 4+ 12n2 + 9 ~ 4n*, donc u,, ~ 42 =4
n

Ainsi, u, — 4.
n—-+oo
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p m
2. Soit P(z) = Y arz® et Q(z) = 3 bra® deux polynomes avec a, # 0 et b,, # 0. On a
k=0 k=0

P(n) ap ¥ ap

—_— = — X

Q(n) by, ™ b,

(&)

3. Soit k € N fixé, calcul de la limite de u,, = ~~ lorsque n tend vers +oco.
n

p—m

k

() nl a(n—1)...n—k+1) 1 1

7 _— o~ —

nk (n— k) k!nk nk k! N

Du fait que n(n —1)...(n — k) ~ n*.

Les limites usuelles obtenues & 1’aide de la dérivabilité des fonctions usuelles se reformulent ainsi.

[ Proposition - Equivalents usuels )
Soit (uy,) une suite telle que nhﬁrréo Uup, =0.On a:
o In(14uy) ~ uy i.e. In(1+up) = un + 0 (uy),
o e —1r~u, ie. e' =14 wu,+o(uy),
o sin(uy) ~ up i.e. sinu, = u, + o (uy),
o cos(un)flwf% i.e. cosunlutho(u;’),
o tan(un) ~ up i.e. tanu, = u, + o (uy),
o arctan(uy,) ~ Uy i.e. arctanu, = u, + o (uy,),
o staeR* (14up)®—1~au, de (1+u,)*=1+au,+o/(u,).
(. J

/N 11 faut bien justifier que la suite (u,) tend vers 0 pour utiliser ces équivalents. Si ce n’est pas le cas, le résultat
n’est pas vrai.

Remarque. Si lirf u, = 0, les deux énoncés e“» — 1 ~ u,, et e¥» ~ 14 u,, sont corrects, mais ne disent pas la méme
n—-+0oo

chose :

o e¥n — 1 ~ u, se récrit e* — 1 = u, + 0 (uy), ou encore e*m = 1+ u, + o (uy).

o e¥n ~ 1+ u, se récrit e¥» ~ 1 car u, = o (1), finalement e*» =1+ o (1).

Le premier énoncé est donc plus précis, le second n’exprimant pas davantage que e*» —+> 1.
n—-+oo

Exempl Lhnf1+i)~12 RPN 142 T3
xemples. . In — |~ = en? — 1~ — ) o1~
p n TL’ ’I’L27 \/ﬁ \/ﬁ
2. Equivalent de In (2—e n%)
On a 111(2—6_7%2) = ln(l—f—(l—e_n%)) ~ 1—e_7%2 Carl_e_n% — 0
n—-+oo
~ L car — 24 — 0
n " n—+4oco

n*(In(n+ 1) — In(n))
Vian? +1 '

n? ! <n —+ 1) n? ) (1 N 1) 1
u = n = n — ~ -,
" 4n? +1 n VAan2 +1 n 2
car 4n*+1 ~ 4n? donc V4n? + 1 ~ V4n2 ~2n,et = — 0,doncln (1 + ) ~ L. Ainsi, u, —

n—-+oo n—-+oo

3. Limite de la suite de terme général u, =

1
5

—_— sin niﬁ
4. Equivalent de v,, = T3
n*tan W
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2

=5 2 2410n+25 2
Comme — 0et ———= — 0O,onawv, ~ ”Jr; = noAn ~ )
n+ 3 n—+oo (n+5)2 no+oo nQW n—+3 3n2 3n
N—_— ———

€T n
5. Montrer que pour tout x € R, lim (1 + 7) =e".
n

T—+00

n x " —
(1+§) :enln(1+;),ornln(1+f) anzxdoncnln(l+£) — et (1+E) e’
n n n N/ n—+oo n/  n—teo

Exercice 2. Montrer que si u, ~ v, et lim w, = 400, alors In(u,) ~ In(v,).

li
n—-+4o0o
Solution. In(u,) =In (vn Zn) =In(v,) +1n (“n) ~ In(vy,) car Tn((i) — 0, donc In <“) =0 (vy).

v Vn) no+oo Up,

Ce résultat ne figure pas au programme, et doit étre démontré s’il est utilisé. Dans la pratique, on pourra procéder
comme dans la preuve ci-dessus : lorsqu’on cherche un équivalent d’une expression de la forme In(w,), on commence
par factoriser u,, par un équivalent simple.

Il Séries numériques

1. Généralités

(Définition - Série

On appelle série de terme général u, et on note > u, ou Y. u, la suite (S, )nen définie par
n>=0

n
S, = Zuk pour tout n € N.
k=0

— Pout tout n € N, on dit que 5,, est la somme partielle de rang n de la série.
— Comme la série > u, est donnée par la suite (S,),, elle est convergente si (S,), converge, et divergente

sinon.
\ Y,

Remarques.

— Le rang initial d’une série n’est pas toujours 0, mais peut étre tout entier ng, on note alors la série > uy,.
n>=ngo

Ezemple. La série dite harmonique est la série Y +.
n>1

— Pour toute série Y u,, de sommes partielles notées S,,, on peut écrire pour tout n € N*,

Sn — Sn—l = Unp.

4 P
Définition - Somme et restes
Soit Y u, une série convergente.

+oo
— On appelle somme de la série la limite de (S,),, qu’on note alors > u,.
n=0
+oo n +oo
— On appelle reste d’ordre n de la série R,, = > up — > ug, noté R, = > uy.
k=0 k=0 k=n+1
. J

Remarques.
— Déterminer la nature d’une série, c’est déterminer si elle converge ou non.
— La nature de la série ) u,, ne change pas si 'on modifie un nombre fini de termes de la suite (u,,).

— On ne peut parler de somme et de restes que pour une série convergente.
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n 400
— /N Attention 4 ne pas confondre Sup, doug et . up,.
k=0 n=0

— Comme pour une suite, on ne peut écrire la somme d’une série qu’aprés avoir justifié sa convergence.

Exemples.
) (f)"+1 1 3

1. Etude de ) 37 :on a Z % = 73 — —— = ;. Ainsi, la série est convergente, de somme %

n>0 3 1-—= n—+4oo 1 — 3 2
1

2. Etude de > n:ona Z k= nin+1) — +oo. Ainsi, la série est divergente.
n>0 P 2 n—+o0o

SEtudedeZ# on a Z i =1- ! — 1

’ n>1n( +1) k‘k’—i—l — k—l—l - n+1n-+oo

Ainsi, la série est convergente, de somme 1.

Proposition

Si > u, converge, alors la suite (u,,) converge vers 0.

Démonstration. Si)_ u, converge, la suite (S,,),, converge vers un réel S. Ainsi, u,, = S, — Sn—1 —+> S—-S=0. O
n——+00o

Remarques.

- A La réciproque est fausse! On peut avoir u,, — 0, mais > u,, diverge. Par exemple, > % diverge.
n—-+oo n>1
>

n
En effet : on pose H,, = > %, et on remarque que pour tout n € N,
k=1

car pour tout k € [n+1,2n], + > 5-.

Si la suite (H,,), convergeait vers un réel H, on aurait He, — H, — H — H =0, ce qui n’est pas
n—-+oo
vrai d’aprés ce qui précéde. Ainsi, la série diverge.

— Par contraposée, si le terme général d’une série ne tend pas vers 0, alors la série diverge. On dit dans ce cas que
la série diverge grossiérement.

n
Exemples. Les séries Z —_— Z(n —2") et Z(fl)” divergent grossiérement.
vn?+1

Proposition - Lien suites-séries
Soit (uy)nen une suite réelle.

(un) converge < Z (Un41 — up) converge.

n

n
Démonstration. Pour tout n € Nyon a > (ug+1 —ug) = Unt1 — Up, donc la suite des sommes partielles > (ugy1 — ug)
k=0 k=0
a méme nature que la suite (uy41)n, elle a donc méme nature que (uy,)y. O

Ce résultat est souvent utilisé, dans un sens comme dans ’autre : pour déterminer la nature d’une suite & partir d’une
série, ou d’une série & partir d’une suite. Dans la pratique, il faut penser & ce résultat lorsqu’on est confronté & une
série de la forme ) (un41 — Un).
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2. Opérations sur les séries

( Proposition - Opérations et séries )
Soient (uy) et (vy) deux suites réelles.
+oo +00
— Si A € R*, alors les séries Y uy, et > (Au,,) ont méme nature. Si elles convergent, > (Aun) = A up.
n=0 n=0
— Si les séries > u, et Y v, convergent, alors Y (uy + v,) converge également, et
+oo +oo —+oo
D (un+vn) = D wnt ) va
n=0 n=0 n=0
Si > uy, converge et Y v, diverge, alors Y (u, + v,) diverge.
. J

A si > up et > v, divergent, on ne peut rien en déduire sur la nature de > (u,, + vy).

- 1 1 . : 1 1y
Par exemple, les séries ) = et ) — - sont divergentes, mais ) (;- — :-) = 0 converge.
n>1 n>1 n>1

3. Séries de référence
Les exemples de séries détaillés dans cette partie sont & connaitre par coeur : ils serviront de référence pour montrer

la convergence ou la divergence d’autres séries.

a. Séries géométriques

- .. — — N
Proposition - Convergence des séries géométriques
Soit  un réel. La série Y x™, appelée série géométrique, converge si et seulement si |z| < 1.
Dans ce cas,
+o0 foo +1
k1 _ k"
4" = , et R,= T = .
1l =33 1—x
k=0 k=n+1
\ J
Démonstration. — Si|z| > 1, alors (|«|™) ne converge pas vers 0, donc la série diverge grossiérement.
— Si|z| < 1, alors 2"t! — 0, et
n—r+00
n
1 —gnt! 1 ,
Sn = Zxk = — — , donc la série converge,
P l—2x nodoo 1—2x
too 1 +1
1 1— 2t x"
R, = Y a" = ~ 8, =1-— = : O
" Pt 1—=x " 1—=x 1—=x
=N
- 1\n Xy 1
Exemple. La série ) (5) , converge, et sa somme vaut »_ (5) =11 = 2.
n=0
N

s oy . PP P
Proposition - Séries géométriques dérivées
Soit @ un réel. Les séries Y na"~! et Y. n(n — 1)z" "2, appelées séries géométriques dérivées d’ordre 1 et 2,

convergent si et seulement si |z| < 1. Dans ce cas,

+oo 1 +o00o 2
kab~l= ——— et k(k—1)azF 2= ——.
2 e =
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n n
Démonstration. Sin € N, la fonction f,, : 2 — > ¥ est dérivable sur R, et f/(z) = _ kx*~! pour tout z € R. Or
k=0 k=1

1—nt! — D™ (] — 1 — gntl
EEE donconaaussi fyo) = — LSO

fn(x) =

n
. . / 1 4 k—1 1
pour tout & € R. Par conséquent, si |z| < 1, alors f (x) n_>—+>oo [(E=mEE On a donc montré que kglkx n_:)m [(=EE

En dérivant & nouveau, on peut montrer le résultat pour la deuxiéme somme. Ce point est laissé en exercice. O

Exemple. La série Y n (%)n converge, et sa somme vaut
i‘" (2)” 2 X <2)"‘1 2 1 2 06
— 3 3~ 3 3 (1 _ 2) 3

b. Série exponentielle

4 . . L, . . N\
Proposition - Convegence de la série exponentielle
x'fb
Pour tout réel x, la série Z — appelée série exponentielle converge et
n!
= ©
k=0
\ J
Cette proposition sera démontrée dans un chapitre a venir.
+oo
Exemple. En particulier, . 1 =e.
n=0
c. Séries de Riemann
Théoréme - Critére de Riemann
Soit a un réel. La série Z —, appelée série de Riemann converge si et seulement si o > 1.
n>1 n
Démonstration. Voir paragraphe sur la comparaison série-intégrale. O

Exemples. Les séries > L et 3 ﬁ convergent, les séries > L et 3 ﬁ divergent.

n2

4. Séries a termes positifs

L’étude des séries & termes positifs, ou plus généralement des séries dont le terme général ne change pas de signe, est
rendue souvent aisée par les résultats qui suivent.

e e . ", a
Proposition - Nature des séries a termes positifs
Soit > u, une série a termes positifs. La suite (S, )nen des ses sommes partielles est croissante, et
Z u, converge < (S,)nen est majorée,
Zun diverge < (Sp)nen Nest pas majorée < lim S, = +o0.
n—-+oo
\ J

Démonstration. Pour tout n € N,ona S, 11—S,, = un+1 = 0 donc la suite (S,,) est croissante. Le critére de convergence
des suites monotones donne alors que (S,,) converge si et seulement si elle est majorée, et diverge vers +oo sinon. [
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Remarque. Si > u, a termes positifs est convergente, alors (S,,) est majorée par la somme de la série : pour tout

—+oo
n e N, S'n, < ZUk.
k=0

Les critéres qui suivent permettent d’étudier la nature d’une série & termes positifs en se ramenant aux séries de
référence. En cas de convergence, ils ne donnent pas la valeur de la somme de la série.

( .. . . < N N\
Proposition - Critére de comparaison
Soient > u, et > v, deux séries a termes positifs telles que u, < v, pour tout n € N. Alors
“+oo —+oo
i. Si Y v, converge, alors > u, converge et on a Y. u, < Y Up.
n=0 n=0
it. Si ) u, diverge, alors Y v, diverge.
(. J
/N Le résultat est faux si les séries ne sont pas a termes positifs. Par exemple, si u,, = —n et v, = 0 pour tout n,

>y, diverge et Y v, converge.

n n
Démonstration. Pour tout n € N, on a Y uy < > vg. Le résultat découle donc directement du théoréme de compa-

k=0 k=0
raison appliqué aux suites des sommes partielles de > w, et > v,. O
Exemples.
1
1. Nature de la séri —_—
ature de la série Zn3+3n+27

- . s " 1 1 1
La série est a termes positifs, et pour tout n € N 5. Comme ) -5 converge, D | 55— converge.

1
' n34+3n+27 <

1
2. Nature de la série Z ﬁ.
n

La série est a termes positifs, et pour tout n > 3, IT’T > % Comme % diverge, > 1“7” diverge.
1
3. Nature de la série .
Z n3lnn
La série est a termes positifs, et pour tout n > 3, Wlnn < % Comme Y % converge, » m converge.
L. 1

4. Nature de la série Z sin ol

La série est & termes positifs car pour tout n € N*, # € [0,1] et sin est positive sur [0, 1]. Par ailleurs, pour tout

n € N*, sin # < #, du fait que sinz < z pour tout x € R;. Comme ) # converge, Y sin 7712 converge.

Théoréme - Critére de négligeabilité
Soient > u, et > v, deux séries a termes positifs telles que u,, = o (vy).
i. Si la série > v, converge, alors la série > u,, converge.

ii. Sila série > u,, diverge, alors la série > v,, diverge.

/N Le critére est faux également si les séries ne sont pas a termes positifs.

Démonstration. Si u, = o (v,), alors u, < v, a partir d’'un certain rang :

Pour tout n, w, s’écrit u, = €,v,, avec €, — 0. Ainsi, v, — up, = v, — v, = (1 —&,)vy, or v, =0 et

n—-+4oo
1—e¢y, —+> 1, donc 1 — ¢, > 0 a partir d’un certain rang, et v,, — u, = 0 & partir d’un certain rang.
n—-+0oo
Ainsi, le critére de comparaison précédent permet de conclure. O

10
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p
/“ Méthode - Utiliser le critére de comparaison par négligeabilité

Objectif : se ramener a une série de Riemann convergente pour montrer la convergence. Pour cela, on essaie de

trouver o > 1 tel que
1
lim n%u, =0, clest-a-dire u, =o () .

n——+oo no

La série Y u, est alors convergente d’aprés le critére de comparaison par négligeabilité.

(. J
Exemple.
Inn L. R ope 2 1n Inn : 2
<o E —— : la série est a termes positifs, et on a n® 22 = 2% — () par croissances comparées,
= n3 n " n—+4oco
nz In __ 1 1 Inn :
donc % = o (+z). Comme Y -5 converge, Y 23 aussi.
Inn L. R s 3 1n Inn . .
o E — : la série est a termes positifs, et on a nz 2F = 2L — () par croissances comparées
n2 ’ n Vs teo ’
n=3
=

donc 1 =o (%) Comme Y - converge, - 2 aussi.
n2 n2

la série est & termes positifs, et on a n? e~ Vn —+> 0 par croissances comparées,
n—-+0oo
donc e=V" =0 (). Comme Y % converge, 3 eV™ aussi.

n

<o Ze_*/ﬁ:

Théoréme - Critére de comparaison par équivalence

Soient Y uy et Y v, deux séries a termes positifs telles que u,, ~ v,. Alors, les séries Y u, et > v, sont de
méme nature.

Démonstration. Supposons que Y v, converge. On sait que comme u, ~ Uy, U, = U, + 0(v,). Autrement dit,
Up = Uy + w, avec w, = o (v,). Ainsi, d’aprés le critére de comparaison par négligeabilité, la série > w,, converge.
Par conséquent, la série Y (v, + wy) converge, c’est-a-dire la série > u, converge. De méme, si Y u,, converge, alors
> v, converge.

On a donc montré : > u, converge < > v, converge, c’est-a-dire que les séries sont de méme nature. O

/N Le critére d’équivalence ne renseigne que sur la nature des séries, il ne donne pas de résultat d’équivalence des
sommes partielles.

Exemples. Déterminer la nature des séries suivantes.

2. Zln(Hle) :

La série est & termes positifs, or

1
3. Zm :
n>=3

1

La série est & termes positifs, or La série est & termes positifs, or

1 1

— (14 ! 1
~ —. n — |~ —- ~
n(n+1) 7 n*)  n? o —p o

Comme % est le terme général
d’une série divergente, la série
diverge.

Comme % est le terme général

d’une série convergente, la série
converge.

Comme 2% est le terme général

d’une série convergente, la série
converge.

Remarque. Si la suite (uy,), est positive & partir d’un certain rang, les critéres ci-dessus s’appliquent & la série Y u,, :
nous avons vu que la nature de la série est inchangée si on change un nombre fini de termes de la série.

P
/" Méthode - Bilan : pour étudier la nature d’une série a termes positifs
1. On regarde (rapidement) si le terme général tend vers 0. Sinon, la série diverge grossiérement.
2. On regarde si la série n’est pas télescopique.

3. On la compare avec une série de référence (Riemann, géométrique, exponentielle) et on utilise les critéres

11
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de comparaison, équivalence ou négligeabilité.

Si on doit montrer la convergence et calculer la somme de la série, on peut directement étudier la limite des
sommes partielles.

Si Y uy est a termes négatifs, on utilise les méthodes précédentes avec la série & termes positifs > (—uy,).

5. Comparaison série-intégrale

L’idée est de comparer une série & une intégrale qu’on sait calculer pour en déduire sa nature. Ceci est possible
notamment lorsque la série sécrit Y f(n), ot f est une fonction continue, positive, monotone sur Ry, dont une
primitive est connue.

Le principe repose sur la remarque suivante : considérons le cas ou f
est décroissante (le cas croissant est analogue), dans ce cas, pour tout
entier k € N* :
— pour tout t € [k — 1,k], f(k) < f(¢), donc par croissance de
I'intégrale,

k k

fk)dt < ' f(®)dt, donc f(k) < () de.

k—1 k—1 k—1 \
Cy

— pour tout t € [k, k+ 1], f(t) < f(k), donc par croissance de \
I'intégrale,

k+1 k+1 k+1
/k ft)dt < /k f(k)dt, donc /k ft)de < f(k). k-1 F kt1
Finalement, pour tout £ € N*, on a
k+1 k
/ fodt < fk) < [ fear
k k—1

n n n
Comme cette relation est vraie pour tout entier k, on a > f:“ fydt < X f(k) < X2 f:ﬁl f(t)dt. Do
k=1 k=1 k=1

par la relation de Chasles.
On peut utiliser cette relation pour déterminer la nature de la série dans certains cas :

— si 1n+1 f(t)dt T, Foes on déduit de (&) que 3 f(n) diverge,

— si [y f(t)dt a une limite finie ¢, on déduit de () que Y f(k) < ¢, et donc Y- f(n) converge, car c’est une série
k=0

a termes positifs dont les sommes partielles sont majorées.

Preuve du critére de Riemann.

— Sia=1": pour tout entier K > 1, on a :

1 1 k+1 1 1 1 k+1 1
k k

par croissance de l'intégrale. Ainsi, pour tout entier n > 1, on obtient en sommant les relations obtenues :

Z% >Z/k 5dt:/1 Zdt = [nfi™ = In(n+1).

Comme In(n + 1) —+> +00, on obtient pat comparaison que la série % diverge.
n—-+oo

12
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— Si a>1: pour tout entier £ > 2, on a :

11 P P 1 Pl
Vtelk—1,k], — < —, donc / —dt < / —dt, de — < / — dt
ke e k-1 R k—1 t* ke k—1 t*
par croissance de l'intégrale. Ainsi, pour tout entier n > 2, on obtient en sommant les relations obtenues :
1 = (F "l 1 " 1 1 1
I B T A 2 e 1 <L
ke — Ji—1 t° 1t (= 1)ta=1 | a—1 &=l a—1

Comme la série & termes positifs Y n% a ses sommes partielles majorées, elle converge.

— Si a < 1 : on peut raisonner a nouveau par comparaison avec une intégrale, ou on peut plus simplement
utiliser la divergence de la série Y 1 :

[}

S|

1
pour tout n € N*, n® <n, donc — >
n
Par conséquent, le critére de comparaison des séries & termes positifs entraine que, comme la série Z%
diverge, la série 3 & diverge également.

no

L converge si et seulement si 3 > 1.

Exercice 3. Série de Bertrand. Montrer que la série > YL

6. Séries absolument convergentes

. .
Définition - Série absolument convergente

| Soit (uy,) une suite de nombres réels. La série Y u,, est dite absolument convergente si la série > |u,| converge.
A J

4 - ~ y P
Théoréme - Convergence d’une série absolument convergente

Soit (uy) une suite de nombres réels. Si la série > u,, est absolument convergente, alors elle est convergente.
& J

Démonstration. Supposons que la série > |u,| converge. On remarque que pour tout n € N, on a
0 < up + |un| < 2luyl.

Ainsi, par comparaison, la série a termes positifs > (un + |u,|) converge. Comme la série Y (—|u,|) converge, la somme
des deux séries > (upn, + |un| — |un|) = Y uy, converge, d’ou le résultat. O
Exemple. Nature de la série Y u, avec u, = (—1)"In (1+ 25).

On a |u,| = In(14 %) ~ 5. Comme Y - converge, on en déduit que Y |u,| converge, donc > u,
converge.

Définition - Série semi-convergente
| Une série qui est convergente sans étre absolument convergente est dite semi-convergente.

- -1 .
Exemple. Montrons que la série Y u, avec u, = % est semi-convergente. On pose S,, = EZ:O up pour tout

n € N*.
— La série n'est pas absolument convergente. En effet, on a |u,| = % pour tout n € N*. Comme on sait
que Y 1 diverge, la série 3 |u,| diverge.

— Les suites (Son)nen+ et (San+1)nen+ sont adjacentes.

o La suite (Say,)nen+ est croissante : si n € N*,

5 6 _ 1 1 1 <0
AT on2 241 (2n+1)(2n+2)

13
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o La suite (S2,,41)nen+ est croissante : si n € N*,

S P B 1
s =St = 3 m T 5 S T TGar0)@n 1)
¢ On a Sopq1 — Sop e 0 : en effet, Sop 11 — Sop = _ﬁ el 0.

On sait donc que (Sa,) et (Sa,+1) sont convergentes, et convergent vers la méme limite /.

— La série est convergente. On déduit du point précédente que (S,) converge vers ¢, donc la série
converge, elle est donc semi-convergente.

L’exemple ci-dessus est en fait beaucoup plus général : la preuve de la convergence s’applique & toute série de la forme
>(=1)"uy, ou la suite (u,) est décroissante et converge vers 0. On appelle ces séries des séries alternées.

Le résultat suivant permet d’utiliser les critéres de comparaison de la partie précédente lorsqu’on compare une série
quelconque & une série & termes positifs.

( ... . L . N . . N\
Proposition - Comparaison avec une série a termes positifs
Soient > u, une série quelconque et Y v, une série a termes positifs.
i. s up ~ v, alors Y u, et Y v, sont de méme nature.
it. sl up = o (vy) et Y v, converge, alors Y u, converge.
iti. si pour tout n € N ou a partir d’un certain rang, |u,| < v, et Y v, converge, alors > wu, converge.
(. J
Démonstration. i. Comme la suite (v,) est positive et u, ~ v,, on sait que (u,) est positive & partir d’un certain
rang ng. On peut donc appliquer le résultat de comparaison sur les séries & termes positifs > u, et > vp.
n>=ngo n>=ngo

it. Comme on a u, = o (vy,), on a aussi |u,| = o (Jv,|). Comme > |v,| = > v, converge, la série > |u,| converge.
Ainsi, Y u, est absolument convergente, donc convergente.

iii. Si pour tout n > ng, |un| < |vy,|, alors la convergence de > |v,| implique celle de > |u,| par comparaison.

n>=ngo nzng
Ainsi, > u, est absolument convergente, donc convergente. O
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