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Chapitre 17

Espaces vectoriels de dimension finie et somme
directe

I Dimension d'un espace vectoriel

1. Espace de dimension finie

Définition - Espace vectoriel de dimension finie

Un espace vectoriel est dit de dimension finie s’il admet une famille génératrice de cardinal fini (le nombre
d’éléments est fini). Dans le cas contraire, il est dit de dimension infinie.

Exemples.

1. R, R, [z] et A}, p(R) sont des espaces vectoriels de dimension finie car leurs bases canoniques respectives sont
de cardinal fini.

2. La famille vide engendre {Og} donc {Og} est de dimension finie.
3. R[z] n’est pas de dimension finie.

En effet, si R[z] est engendré par une famille finie (P,...,P,), on note d le degré du polyndome
de plus haut degré parmi Py,..., P,. On remarque alors que %! & Vect(Py,...,P,) : en effet, si
P e Vect(Py,...,P,), alors deg P < d. Il y a donc contradiction.

Le théoréme suivant (admis) fournit un nombre maximal de vecteurs pour une famille libre, et un nombre minimal
pour une famille génératrice dans un espace vectoriel de dimension finie.

Théoreme
Si E est un espace vectoriel de dimension finie, qui admet une famille génératrice de cardinal n, alors

— toute famille libre de E' a au plus n vecteurs,

— toute famille génératrice de E a au moins n vecteurs.

Rappel. Ajout d’un vecteur a une famille libre. Si (eq,...,ey,) est une famille libre de E et u & Vect(ey, ..., e,), alors
la famille (eq, ..., en,u) est libre.

On peut en déduire le résultat suivant, qui exprime qu’on peut compléter une famille libre avec des vecteurs d’une
famille génératrice pour obtenir une base.

Théoréme - de la base incompléte / de la base extraite
Si F un espace vectoriel de dimension finie,

— on peut compléter toute famille libre de E en une base de F,

— on peut extraire de toute famille génératrice de E une base de E.

Démonstration. La remarque ci-dessus fournit un moyen algorithmique de compléter (e, ..., ex) en une base. Comme
E est de dimension finie, il existe une famille génératrice finie (uy, ..., u,,) de E. On peut alors procéder de la maniére
suivante : on pose & = (eq,...,ex), puis, tour a tour pour chacun des u; :

— si u; € Vect(ZA), alors on ajoute le vecteur & A, qui est alors encore libre d’aprés la remarque,

— si u; € Vect(4), on ne modifie pas A.
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Lorsqu’on a terminé, on obtient une famille £ qui est toujours libre, d’aprés ce qui précéde. Par ailleurs, pour tout
i € [1,m], soit u; est un vecteur de A, soit u; € Vect(#). On en déduit que £ est une famille génératrice de E, c’est
donc une base de F. O

Remarque. Une conséquence importante de ce théoréme est que tout espace vectoriel de dimension finie admet une
base.

On peut ainsi extraire une base d’une famille génératrice de E. Nous verrons plus tard comment le faire en pratique.

2. Dimension d'un espace vectoriel

D’aprés le théoréme du paragraphe précédent, si E est un espace vectoriel qui admet une base de cardinal n, alors

— toute famille contenant strictement plus de n vecteurs est liée.

— toute famille contenant strictement moins de n vecteurs n’est pas génératrice.

Par ailleurs, toute base de E' a le méme nombre de vecteurs.

Définition - Dimension
Si F est un espace vectoriel de dimension finie, on appelle dimension de E, notée dim F, le nombre de vecteurs
d’une de ses bases.

Si dim EF =1, on dit que E est une droite vectorielle, et si dim ¥ = 2, on dit que F est un plan vectoriel.

Exemples.
o siu € E avec u # O, alors dim(Vect(u)) =1 : en effet, (u) est alors une base de Vect(u).

o siu et v sont des vecteurs non colinéaires de E, alors dim(Vect (u,v)) = 2. En effet, (u,v) est alors une base de
Vect(u, v).

Proposition - Dimension des espaces vectoriels de référence

i. dimR"” = n. it. dim A, ,(R) = np. iti. dimR,,[z] =n + 1.

Exemples.
1. Calcul de la dimension de E = {P € Ry[z], P(1) = P(0)}.

On remarque que P(z) = ax® + bx + ¢ appartient & E ssi a + b+ ¢ = ¢, c’est-a-dire b = —a. Ainsi, les
polynomes dans E sont exactement les polynémes de la forme ax? — ax + ¢, avec a, c € R. En d’autres

termes,
E = {a(2®* —2) +¢, a,c € R} = Vect(x? —x, 1).

La famille échelonnée en degré (z? — z, 1) est libre. Elle définit donc une base de E. On en déduit
alors que dim £ = 2.

2. Calcul de la dimension de F = {(z,y,2) € R, 3z — 2y +2=0et z + 2 = 0}. Si (z,9,2) € R3, alors
_ — 91 —22=0 -
(z,y,2) EF & St—2yt+z=0 z PN o
r+z=0 F]= F=

Ainsi, les vecteurs de F sont exactement les vecteurs de R? de la forme (x,z, —z), avec € R. Ceci
s’écrit F' = Vect((1,1,—1)). Le vecteur non nul (1,1, —1) forme alors une base de F, et dim F' = 1.

Remarques.

— On peut donc affirmer que : §’il existe une famille libre de E de cardinal k, alors dim E > k,

8’1l existe une famille génératrice de F de cardinal k, alors dim F < k.

— Attention, si .% est une famille de E et Card .# < dim F, la famille .% n’est pas forcément libre !
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Proposition
Soit E un espace vectoriel de dimension finie n.

7. Une famille libre de cardinal n est une base de E.

7. Une famille génératrice de E de cardinal n est une base de E.

p
/" Méthode - Montrer qu’une famille est une base

Pour montrer qu’une famille est une base d’un espace vectoriel E dont on connait la dimension n, il suffit de
montrer 4. ou . :
i. la famille est libre et contient n vecteurs.

1. la famille est génératrice et contient n vecteurs.
(& J

Exemples.

— La famille ((1,2,0), (2,1,0), (0,0,—1)) est une base de R® : on a

a+2b=0 a+2b=0 a=10
a(1,2,0)+b(2,1,0) + ¢(0,0,—1) = (0,0,0) < 20+b=0 < -3b=0 & b=0
—¢=0 —=0 c=0

donc la famille ((1, 2,0), (2,1,0), (0,0, —1)) est libre. Comme elle est de cardinal 3, c’est une base de R3.

— La famille (PO, P, Pg)7 ot Po(z) =3, Pi(z) =5z —2 et Py(x) = 22 — 3w + 2, est une base de Ry[x]. En effet, la
famille est libre car échelonnée en degré et ne contient que des polyndmes non nuls, et de cardinal 3 = dim Ry]x],
donc c’est bien une base de Ro[z].

Exercice 1.

1 1)\ /0 1 0 0 1 0
o —
1. Montrer que # = ((O 1) (O O) , (1 O) , (1 _1)> est une base de .#5(R).

2. La famille (#2 — 1, 2% +1,  — 1, 1) est-elle une famille libre de Ry[z]?

3. Dimension d'un sous-espace vectoriel

Proposition - Dimension d'un sous-espace vectoriel
Soit F' un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel de dimension finie E. Alors,
1. F est de dimension finie et dim F' < dim E.

1. De plus si, dim F' = dim F alors E = F.

Démonstration. On considére une base (eq,...,ex) de F. Ainsi, (e1,...,ex) est une famille libre de E, ce qui entraine
que dimF' =k < dim E.

Si on suppose de plus que dim E = dim F' = k, alors (e, ..., ex) est une famille libre de bon cardinal, donc une base
de E. Finalement, E = Vect (eq,...,e;) = F. O
Remarques.

— Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel de dimension finie F, alors en appliquant la
proposition précédente avec £ = (G, on obtient :

1. si F' C G alors dim F' < dim G.
1. si ' C G et dim F = dimG, alors F = G.

— Application : si E = R3 et F est un sev de E, alors dim F' € {0,1,2,3}, et :
— sidim F =0, alors F = {0g}.
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— si dim F' = 1, alors F' est une droite vectorielle engendrée par n’importe quel vecteur non nul de F'.
— si dim F' = 2, alors F' est un plan vectoriel engendré par tout couple de vecteurs non colinéaires de F'.
~ sidimF = 3, alors F = E = R3,

~N

( Définition - Hyperplan
Soit E un espace vectoriel de dimension finie n > 2. Un sous-espace vectoriel de FE de dimension n — 1 est appelé
un hyperplan de E.

J

Ve

/‘ Méthode - Montrer que deux sev sont égaux

~N

Dans un espace de dimension finie, pour montrer que deux sev F' et G sont égaux, il suffit de montrer que F' C G
et que dim F = dim G.
(. J

Exemple. Soit F = {(z,y,2) € R®, x+y+2 = 0}. Montrer que F' = Vect (e1,e3) ott e; = (—2,1,1) et ex = (1,-2,1).

On a F = {(z,y,—z — y), =,y € R} = Vect((1,0,-1), (0,1,1)). Comme (1,0,—1) et (0,1,1) sont non
colinéaires, ils forment une base de F, et dim F' = 2.

— Comme e; € F et es € F, on a Vect(eg,eq) C F.

— Comme e; et ey sont non colinéaires, on a dim Vect (e1,e2) = 2 = dim F'.

On en déduit alors que Vect(ey,e2) = F.

4. Rang d’une famille

Définition - Rang d’une famille de vecteurs

Soit & = (uq,...,ux) une famille de vecteurs d’un espace vectoriel E. On appelle rang de la famille %, noté
rg % la dimension de 'espace vectoriel engendré par cette famille :

rg # = rg(uy,...,ux) = dim (Vect (ug,...,ug)).

Remarque. Soit % = (uq,...,u;) une famille de F, espace vectoriel de dimension n. On a :
o rg(uy,...,ux) < netrglug,... ug) <Kk,
o rg(uy,...,ur) = n si seulement si .Z est génératrice,
o rg(uy,...,ur) = k si seulement si .Z est libre,
o rg(uy,...,ur) = k =n si seulement si % est une base de E.

Par définition du rang d’une famille de vecteurs .#, les opérations qui ne changent pas ’espace vectoriel engendré ne
changent pas non plus le rang. Par conséquent, il est souvent possible de déterminer facilement le rang par la méthode
du pivot de Gauss.

Exemple. Déterminons le rang de % = (uq, ug, ug), ot ug = (1,1,2), ug = (2,1, —1) et ug = (—4, 1, 17).
rg((1,1,2), (2,1, -1), (—=4,1,17)) = rg((1,1,2), (0, —1,-5), (0,5,25)) = rg((1,1,2), (0, —1, —5)).
—_———— ——
=ugs—2uq =usz+4uq

Par conséquent, on a rg % < 2. Comme les vecteurs (1, 1,2) et (0, —1, —5) sont non colinéaires, ils forment
une famille libre. On en déduit que rg.% = 2.

Remarques.

— Avec la méthode de 'exemple ci-dessus, on a extrait une base d’une famille génératrice car on trouve une famille
libre et génératrice de ’espace vectoriel engendré.

— Le rang de .% correspond au cardinal de la plus grande sous-famille libre contenue dans .%.
Exemples.

1. Quel est le rang de la famille (2 — 1, z + 1, 2% + ) ?

2. Quel est le rang de la famille (z2 — 1, 241, 2 —1)?
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I Somme directe

Dans cette partie, F désigne un espace vectoriel qui n’est pas nécessairement de dimension finie, et F' et G désignent
deux sous-espaces vectoriels de F.

1. Somme de sous-espaces vectoriels

Définition - Somme de deux sev
La somme de F' et de G est ’ensemble, noté F' + G, défini par

F+G={u+v, ueF, veG}.

Remarques.

— De maniére évidente : F+G =G + F.
— Attention & la notation, qui n’est pas addition usuelle. Par exemple, F'+ G = F' + H n’implique pas G = H.

Proposition

La somme F' + G est un sous-espace vectoriel de F, et c’est le plus petit sous-espace vectoriel qui contient F' et
G. En d’autres termes
F+G = Vect(FUG).

Démonstration. Montrons le résultat par double inclusion.

— Montrons que F' + G C Vect(F UG) : si w est un élément de F'+ G, alors w = u+ v, avec u € F et v € G.
Comme u + v est une combinaison linéaire de vecteurs de F' UG, on a bien w € Vect(F U G).

— Montrons maintenant que Vect(F UG) C F + G : si w € Vect(F UG), alors w est combinaison linéaire de
vecteurs de F'U G. Ainsi, w s’écrit w = Aju1 + ...+ Apuy, ol pour tout 7, u; € F ou u; € G, et \; € R. Quitte
a réordonner les u;, on peut supposer que uq,...,ux € F, et ugy1,...,u, € G. Ainsi,

w = Aup+ ...+ A\up + AU+ + .- Agu, € F+G. O

€EF €eG

Exemples.

1. Soient e; = (1,0,0) et e2 = (0,1,0). Si F' = Vect (e1) et G = Vect (ez), alors

F+G={u+v, ueVect(e1), v € Vect(ez)} = {ae1 + bea, a,b € R} = Vect(eq, e3).

0 0

a 0 0 c a c
F+G = {(0 b>+(0 O>,a,b7c€R} = {(O b),a,b,ceR}.

Finalement, F' + G est l'espace des matrices triangulaires supérieures de .#5(R).

2. Si F ={D € .#5(R), D diagonale}, et G = Vect(M) ou M = (O 1), alors

3. Soient E = R[z], F = Vect (1,2?) et G = Vect (z,2%). Déterminons F + G.
Ona F+G = {(a+bx?)+ (cx+dx3), a,b,c,d € R} = {da®+bz®+cxr+a, a,b,c,d € R} = Ry[x].

La proposition ci-dessous généralise ce que l'on a observé dans les exemples 1 et 3 ci-dessus. Elle découle directement
du fait que F'+ G = Vect (F UG).

Proposition - Famille génératrice d’'une somme

Si F' = Vect(ug,...,ug) et G = Vect(vy,...,vy), alors

F+G = Vect (U1, ..Uk, V1,..ny Unp).
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Comme on a toujours F'+ G C F, il suffit de montrer que E C F' + G pour obtenir que £ = F' + G. On en déduit la
méthode suivante.

/“ Méthode - Montrer qu’un espace vectoriel est somme de deux sev

Pour montrer que E = F' + G, il suffit de montrer que tout vecteur de E s’écrit comme la somme d’un vecteur
de F' et d’un vecteur de G.

2. Somme directe

Définition - Somme directe

On dit que la somme de F' et de G est directe si tout vecteur w de F' + G se décompose de maniére unique sous
la forme w =u+ v avec u € F et v € G.

Dans ce cas, la somme F' + G est notée F & G.

On a généralement recours & la caractérisation suivante pour montrer que deux sous-espaces vectoriels sont en somme
directe.

Proposition - Caractérisation de la somme directe

Deux sous-espaces vectoriels F' et G de E sont en somme directe si et seulement si F NG = {0g}.

Remarque. Comme on a toujours O € FNG, il suffira de montrer que FNG C {0g} pour obtenir que FNG = {0g},
et donc que F' et G sont en somme directe.

Démonstration. Montrons le résultat par double implication.

— Supposons F' et G en somme directe. Si u € F NG, alors on a les deux décompositions suivantes pour u :

u= u +0g = 0g +_ u .
€F eqG cF €eG

Par unicité de la décomposition, on a u = O, ce qui donne bien F NG = {0g}.

— Si maintenant F' NG = {0g}, montrons que F et G sont en somme directe. On considére w € F + G, et on
suppose que w admet les deux décompositions w = u +v = v’ + v, avec u,u’ € F et v,v" € G. On a alors

u—u = v —w.

Ceci implique que u — v’ € G, et donc v —u’ € FNG. Par hypothése, ceci entraine que u — u’ = O, c’est-a-dire
que u = u’. Bien sfir, on a donc aussi v = v’. On a donc bien montré 'unicité de la décomposition, ce qui
conclut. 0

Exemples.
1. Soient e; = (1,0,0) et es = (0,1,0). On pose F = Vect (e1) et G = Vect (e2). La somme F' + G est directe.
En effet, si u € FN G, alors — u s’écrit sous la forme ae; avec o € R du fait que u € F,
— u s’écrit sous la forme fey avec § € R, du fait que v € G.
Ainsi, on a u = ae; = feg, cest-a-dire («,0,0) = (0,5,0), et on en déduit que @ = § = 0. Par
conséquent, u = (0,0,0), et on a bien F NG = {0Ogs }, donc F + G est une somme directe.

2. Soient F' = {P € Rs[z], P(0) =0} et G = {P € Rs[z], P(1) = P(2) = P(3) = 0}, qui sont deux sev de Rs[x].
La somme F + G est directe.
En effet, supposons P € F'N G. Ainsi, le polynéme P a 0 pour racine, du fait que P € F, et a 1, 2,

3 pour racines du fait que P € G. P est donc un polynéme de Rs[x] qui a 4 racines, c’est alors le
polynoéme nul. On a donc bien F'N G = {Og,[4] }, ce qui donne que F' + G est une somme directe.

3. SiE=Z%(R,R),onnote F={feE, f(0)=0}etG={fckE, festconstante}. La somme F + G est directe.
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Supposons que f € FNG. Comme f € G, la fonction f est constante, c’est-a-dire qu’il existe « € R
tel que f(x) = «a pour tout € R. Comme par ailleurs f € F, on a f(0) = 0, ce qui donne v = 0.
Finalement, f est la fonction constante nulle. On a donc bien F NG = {0g}, et la somme F + G est
directe.

3. Sous-espaces vectoriels supplémentaires

e 2/D._ 0N 7 . N
Définition - Sous-espaces supplémentaires

On dit que F et G sont supplémentaires dans E si tout vecteur de E s’écrit de maniére unique comme la somme
d’un vecteur de F' et d’un vecteur de G.

Autrement dit, F' et G sont supplémentaires dans F si E est somme directe de F' et G :

E =FadG.

Caractérisation des sev supplémentaires.

Il découle immédiatement de la définition que deux sous-espaces vectoriels F' et G de E sont supplémentaires si
et seulement si

o F+G=F,
<o FﬂG:{OE}

p
/" Méthode - Pour montrer que deux espaces sont supplémentaires

On commence par vérifier que F' et G sont des sous-espaces vectoriels de F. Puis :

— soit on montre que tout vecteur de E se décompose de maniére unique comme la somme d’un vecteur de
F et d'un vecteur de G,

— soit on montre que ¢ tout vecteur de F est la somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G,

o tout vecteur de F' N G est nul.

. J
Exemples.
1. Soient e; = (1,2) et ez = (2,1). On pose F' = Vect (e1) et G = Vect (ez). Alors, F' et G sont supplémentaires
dans R2.
En effet,

— on a F + G = Vect(e, e3) = R? car (e1,e2) est une famille libre de R? donc une base de R?,

—siu € FNG, alors u = aey avec a € R, et u = bey avec b € R, donc ae; —bes =0, donca=5b=0
car (e, eq) est une base. Ainsi, F NG = {Og2}.

Par conséquent, on a bien R? = F @ G.
2. Soient F' = {D € .#5(R), D est diagonale} et G = Vect (41, Az2), on A; = <_01 (1)> et Ay = (8 (1))
F' et G sont des sev sont supplémentaires de .#5(R). Vérifions les deux conditions habituelles.

comne v (1 0).(0 ). ra = v (20 (0 9% D0 )
(656 D)0 06 5)

=Ay— A,

= Ms(R).
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- SiMEFﬂG,alorsM:( O) avec a,b € R, mais aussi M = (O ctd

a
0 b —c 0
En identifiant, on obtient que @ = b = ¢ = d = 0, donc M est nulle. On a donc bien F'NG = {0_z, ) }-

) avec ¢,d € R.

Exercice 2. On note £ = .7 (R,R). Montrer que F' = {f € E, f est paire} et G = {f € E, [ est impaire} sont des
sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

Remarques.

— Attention & ne pas confondre supplémentaire et complémentaire. Le complémentaire d’un sous-espace vectoriel
de E n’est d’ailleurs jamais un espace vectoriel : il ne contient pas Og.

— Un supplémentaire n’est en général pas unique. Par exemple, n’importe quelle droite vectorielle différente de ’axe
des ordonnées est un supplémentaire de ’axe des ordonnées. De méme, dans ’espace, toute droite vectorielle
n’appartenant pas a un plan vectoriel est supplémentaire de ce dernier.

Exercice 3. On se place dans l'espace vectoriel E = ([0, 1], R) des fonctions continues de [0, 1] dans R. On considére
les sous-espaces vectoriel de FE :

1
F={f€E, festconstante}, et Gz{féE,/f(t)dtzO}.
0

Montrer que F' et G sont supplémentaires.

4. En dimension finie

Dans cette partie, E désigne un espace vectoriel de dimension finie, et F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de F.

Ils sont eux aussi de dimension finie, et on note & = (eq,...,ex) une base de F, et B’ = (e},...,e,,) une base de G.

Notation. Si .% = (u1,...,u;) et F' = (v1,...,0m), on note F U F’ la famille
FUF = (U1, Uy V1,5 Un).

On dit parfois que .# U %’ est la concaténation des familles .# et %#'.

Rappel. Comme F' = Vect (eq, ..., e) et G = Vect (e, ..., e

, nous avons vu que F+G = Vect (e1, ..., ex, €},...,e).
Autrement dit, la famille 8 U %’ est génératrice de F + G.

m)
m/? m
Attention : ce n’est pas toujours une base de F' + G.

Théoréme

Les sous-espaces vectoriels F' et G sont en somme directe si et seulement si 8 U %’ est libre.
Dans ce cas, ZU %’ est une base de F + G, et on dit que BU A’ est une base adaptée o la somme directe F® G.

Démonstration.
— Supposons que F' et G sont en somme directe, et montrons que Z U %’ est libre. On suppose qu’il existe
ALy ooy Ay 41, - - - 5 ln tels que Zle e + Z;":l pje;- =0g.
On a alors Zle Aie; = — Z;nzl pje; € G, done Zle Aie; € FNG. Comme FNG = {0g}, on en déduit que
Zle Aie; = 0g. Comme (eq,...,ex) est libre, on obtient \y = ... = A, =0.

De méme, comme Z;”:l pj€s =0p, onap; =...= py = 0. Ceci donne bien la liberté de la famille ZU %', qui
est alors une base de F'+ G.

— Supposons maintenant que & U B’ est libre, et montrons que F NG = {0g}. Soit u € F NG, on a donc
A,..., A\ €R tels que u = Zle Ai€i, €t i1, ..., fim € R tels que uw = Y77 el

Ceci implique que Z§:1 )\iei—zgnzl pje; = 0p. Comme BUH' est libre,onal; = ... = A\ = pi1 = ... = iy, = 0,
donc u = Og, ce qui conclut.

Si BU A est libre, on obtient directement que U %’ est une base de F + G car on sait que F + G = Vect (B U B'),
donc B U %' est toujours génératrice de F + G. O
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/“ Méthode - Obtenir une base de F' & G

Si F' et G sont en somme directe, pour obtenir une base de F' @ G, il suffit de concaténer une base de F' et une
base de G.

Attention : toute base de F' & G n’est pas nécessairement adaptée a la somme directe.

On déduit directement du théoréme ci-dessus la méthode suivante pour montrer que F' et G sont supplémentaires.

/“ Méthode - Montrer que F et G sont supplémentaires dans E

| Pour montrer que F' et G sont supplémentaires, il suffit de montrer que 2 U %’ est une base de E.

En effet,

~siE=F®G, alors ZU % est une base de F + G, donc de E car E = F + G,

— si BU A est une base de E, alors E = Vect(BU B') = F + G, donc B U A est une base de F' + G. Ainsi, la
somme est directe. Comme de plus E = F +G,onabien £E = F & G.

Exemple. Reprenons I'exemple déja rencontré plus haut : on se place dans Rs[x], et on considére F = Vect (1, x2) et
G = Vect (z,2%). On sait que Z = (1,2?) est une base de F, et &' = (z,2%) une base de G.

Comme Z U %' = (1,2%,x,2%) est une base de R3[z], F & G = R3[z].

Proposition - Dimension d’'une somme directe

Si F' et G sont en somme directe, alors dim(F @ G) = dim(F) 4+ dim(G).

Démonstration. D’aprés le théoréme précédent, si F' et G sont en somme directe et si % est une base de F' et 4’ une
base de G, alors Z U %’ est une base de F'® G. Ainsi, dim F & G = Card Z U %’ = dim F + dim G. O

La formule ci-dessous est une généralisation de la proposition ci-dessus, et sera démontrée en TD.

Théoréme - Formule de Grassmann

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de F, on a

dim(F + G) = dim(F') + dim(G) — dim(F N G).

D’aprés ce qui précéde, dans le cas ou E est un espace vectoriel de dimension finie, il est nécessaire d’avoir la relation
dim F + dim G = dim E pour que F et G soient supplémentaires (mais pas suffisant!).

4 . . . .
Proposition - Autres caractérisations des sommes directes

Si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de FE, alors on a

FeG=E

FNnG={0g}, E=F+G,
dim F +dim G = dim F dimF +dimG =dim FE

On retiendra que pour montrer que F' et GG sont supplémentaires, il suffit de montrer seulement deux assertions
parmi les trois suivantes :

E=F+GaG, FNG={0g}, dim F = dim F' 4+ dim G.
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Comme dim F' = dim G = 2, on a dim .#5(R) = 4 = dim F' + dim G. 1l suffit donc de montrer que
FNG={04,mr} pour en déduire que F' et G sont supplémentaires dans .#5(R).

1. Reprenons 'exemple F' = {D € .#>(R), D diagonale} et G = Vect (A1, A2), o0 A; = < 0 1) et Ay = (0 1).

2. Montrons que F' = {(m,y, 2) €ER3, 3x+2y+2= 0} et G = Vect(1,1,1) sont supplémentaires.

— On a F = {(z,y, -3z — 2y), x,y € R} = Vect ((1,0,-3), ((0,1,—2)). Comme les deux vecteurs précédents
sont non colinéaires, ils forment une base de F, donc dim F' = 2. Par ailleurs, dimG = 1. On a donc
dimR3 =3 = dim F + dim G.

— Par ailleurs, si (z,y, 2) € FNG, alors d’une part, (x,y,z) = (z,x,x) et d’autre part, 0 = 3z + 2y + z = 6.
Par conséquent, = 0, donc (x,y,z) = (0,0,0). On a alors F NG = {Ogs}.

Finalement, F et G sont bien supplémentaires dans R3.

Proposition - Existence d’un supplémentaire en dimension finie

Tout sous-espace vectoriel F' de E admet un supplémentaire G. De plus, on a dim G = dim £ — dim F.

Démonstration. On sait qu’'on peut compléter la base # de F' en une base (e1,..., ek, €xt1,...,€,) de E. D’aprés
ce qui précéde, F = Vect (e1,...,e;) et G = Vect (eg41,...,€,) sont supplémentaires dans E. On sait de plus que
dim F + dim G = dim E. L]
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