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Chapitre 18

Compléments sur la dérivation

Dans tout le chapitre, I désigne un intervalle de R, f une fonction de I dans R, et n un entier naturel.
| Dérivées successives
1. Définition

On définit les dérivées successives d’une fonction de maniére récurrente.

Définition - Dérivées successives
On définit les dérivées successives de f sur I de la maniére suivante par récurrence, lorsqu’elles existent.

x On note f(O = f.

x Sin e N*:sila fonction f("~1 existe et est dérivable sur I, on dit que f est n fois dérivable sur I, et on
note f(") = (f(”_l))/.

Exemples.
1. Soit n € N. La fonction exponentielle est n fois dérivable sur R et exp(™ = exp.
2. Soit p € N. Sin € N, la fonction ¢ :  +— aP est n fois dérivable sur R, et

p!
(p—mn)!

g(n) DN pp—1)...(p—n+1)aP™" = 2P sin < p,

sinon.

3. Pour tout n € N, la fonction inverse h : x — % est n fois dérivable sur R*, et

(=)™ n!

(n) .
h . po)

" Définition - Classe ™, classe €™

*x On dit que f est de classe € sur I si f est n-fois dérivable sur I et si (™ est continue sur I. L’ensemble
des fonctions de classe €™ sur I est noté €™ (I), ou encore €"(I,R).

* On dit que f est de classe €°° sur [ si f est n fois dérivable sur I pour tout n € N. L’ensemble des fonctions
de classe € sur I est noté €°°(I), ou encore €>°(I,R).

Exemple. Les fonctions polynomiales, les fonctions exp, cos, sin, arctan sont de classe € sur R.

Remarque. On a les inclusions ¢>°(I) C ... C ¢?*(I) c ¢'(I) C %°(). On peut montrer que toutes ces
inclusions sont strictes, c’est-a-dire qu’il n’y a aucune égalité.

2. Opérations sur ¢"(I) et €°°(1)

Par opérations sur les fonctions dérivables, on obtient directement la proposition suivante.

" Proposition - Structure de ¢"(I), 4> ()

Pour tout n € N, €™(I) et €°°(I) sont des sous-espaces vectoriels de .# (R, R). En particulier, si f,g € €"(I)
(resp. €>=(I)) et si A € R, alors

A +ge€™ () (resp. €°(I)) et (Af +g)™ = Af0) 4 g™,

Le théoréme suivant donne la dérivée n®™e d’un produit, et généralise le résultat bien connu de la dérivée d’un produit.
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" Proposition - Formule de Leibniz
Sif,g € €™(I) (resp. €(I)), alors fg est de classe €™ (resp. €>) sur I. De plus,

(Fg)™ = Z( >f<k)g(n—k> -y (Z>f<n—k>g(k>_

=0 k=0

Démonstration. Par récurrence : exercice. O

Exemple. Soit h : x — xe”. La fonction h est de classe ¥ comme produit des fonctions f: z +— x et g : x — €%,
qui sont de classe € sur R. Si n € N, alors pour tout « € R,

@) = 3 ( 9@ @ = (§) 00w+ (]) e

= ze"+ne” = (z+n)e”

" Proposition
i. Si f,g € €"(I) (resp. €>(I)) et g ne s’annule pas sur I, alors % est de classe €™ (resp. ) sur I.

it. Solent f: I — Ret g: JJ — Ravec f(I) C J.Si f et g sont de classe €™ (resp. ), alors g o f est de
classe €™ (resp. €°°) sur I.

Il Formules de Taylor

1. Formule de Taylor avec reste intégral

" Théoréme - Formule de Taylor avec reste intégral
Soient f de classe € 1! sur I avec n € N et a € I. Pour tout = de I, on a
_ 2 _ n T —H"
fe) = ﬂ>+fum—@+f%ﬁiii+~~+ﬂwwﬁgﬁf+/fwm@“m)dt
= Zf“) e+ [l
Remarques.

— On suppose f de classe €' pour que t —> f(”+1)(t)% soit continue et I'intégrale bien définie.

+/; () dt

Exemple. Montrons a 'aide de la formule de Taylor avec reste intégral que, pour tout = > 0,

— Sin =0, on retrouve

c’est-a-dire le théoréme fondamental de I'analyse.

x? 2?2 a3

5 S In(1+4z) < z— o+

T —

On applique la formule de Taylor avec reste intégral a la fonction f : z — In(1 4 z), qui est de classe €
sur Ry, au point @ = 0. On a pour tout = € R,

In(14+2z) = f(0)+ f(0)z+ f"(0 / O () ) dt.
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Comme pour tout ¢t € Ry, f/'(t) = %th’ @) = *ﬁ et fOI(t) = ﬁ, ona f(0) =0, f/(0) =1,
7”(0) = —1, et on déduit de ce qui précéde que

In(1+x) — (m—f) = /Ox(ljt)?’(x_;ydt'

Pour tout £ € Ry, 0 < @200 < (x—1)% donc 0 < fJ 2y 5 dt < [y (a—1)2dt = [f@} =z
0
d’ou ) 5
0 < In(1+2z)— (m—x> <z

On retrouve la formule de Taylor pour les polynémes, que nous avons déja démontrée deux fois.

Corollaire - Formule de Taylor pour un polynéme

Soient P € R[z] de degré n et a € R. On a pour tout réel z,

_ = (k) (z—a)
P(z) =Y _ P®(a) o

k=0

Démonstration. 1l suffit d’appliquer la formule de Taylor avec reste intégral a la fonction x — P(x) qui est de classe
€, et veérifie P*%) = 0 pour tout k > n. O

2. Inégalité de Taylor-Lagrange

" Proposition - Inégalité de Taylor-Lagrange

Soient f de classe ¥™*! sur I et a € I. On suppose qu’il existe M > 0 tel que | f" TV (¢)| < M pour tout ¢ € I.
Alors, pour tout x de I, on a

|1, _ a|n+1

(n+1)!

PN Citol
Fla) =D f P a) =

k=0

Démonstration. On suppose que x > a (le cas < a se traite de maniére analogue). On peut utiliser la formule de
Taylor avec reste intégral :

oy

par I'inégalité triangulaire. Par croissance de l'intégrale, on obtient

‘ Zf x—a)

/ f(n+1 n!(m —t)n dt‘ < /w ‘f("+1)(t)| (z —t)" "

n!

k
O

X

v M [_(x—t)”“‘lr _ Mlz —al"*!
a

—-H)"dt = —
n! J, (z—1) n! n+1 (n+1)!

Remarques.

— Ce théoréme reste vrai n’est pas une conséquence du théoréme précédent car 'inégalité reste vraie avec des
hypothéses plus faibles.

— Puisque f est de classe "t!, f(**+1) est continue. Ainsi, si I est un segment, f("*1 est nécessairement bornée
par le théoréme des bornes atteintes.

Une des applications primordiales de ce résultat est le développement en série de certaines fonctions usuelles.

+00 k
Conséquence. Pour tout € R, on a e Z R
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Démonstration. Soit n € N. Comme la fonction f : x — e est de classe ¥™t!, on peut écrire la formule de Taylor-
Lagrange a l'ordre n en 0 sur le segment I d’extrémités 0 et .

Pour tout k, on a f)(0) = e® = 1. Par ailleurs, pour tout ¢t € I, on a |f("1(t)] = ¢! < €%, donc par la formule de
Taylor-Lagrange,

n k n+1 n+1
z x o |zl || . )
- — —_— .
e ];) o e CFSIk or (1)1 noree 0 par croissances comparées
. n
Par conséquent, |e® — > %T — 0 par comparaison. Ainsi, Y %}T — €%, d’ou le résultat. O
k—0 | n—=to k—0  n—+oo
+oo (71)k71mk
Exercice 1. Montrer que pour tout x € [0,1], In(1 + z) = Z —
k=1
= EDE D
Exercice 2. Montrer que pour tout € R, on a cosx = % et sinx = —_—
aue’p 227 (2k)! kZ:O 2k + 1)!

IIl Fonctions convexes et concaves

1. Définition
" Définition - Fonctions convexes et concaves |
* Une fonction f: I — R est convere sur I si pour tous 1,29 € I et t1,ts € [0,1] tels que t; +t2 =1,
f(timy +toxe) < tyf(w1) +taf(w2).
x Une fonction f : I — R est concave sur I si pour tous z1, 29 € I et t1,t5 € [0,1] tels que ¢t +t2 = 1,

> tif(x1) + taf(z2).

L J

ftiz1 + toxo)

Remarques.
— Une fonction f est concave si et seulement si —f est convexe.

— Une autre formulation de la définition d’une fonction convexe est : f est convexe sur I si pour tous z,y € I et
Ae0,1),ona f(Az+ (1= Ay) < Af(z)+ (1= A)f(y).

— Si f est convexe sur I et x,y € I, alors f (%) < 3(f(@) + f(y)), ouencore f (524 2y) < 3 f(x)+ 2 f(y).

Interprétation graphique. Le segment reliant les points de coordonnées (x1, f(x1)) et (2, f(x2)) est appelé corde de f
entre z1 et xo. La définition ci-dessus exprime que f est convexe si sa courbe représentative est en-dessous de chacune
de ses cordes.

En effet, les points du segment [z1, 23] sont exactement les points qui s’écrivent 121 + toxo, ol t1,t2 € [0,1]. Si
T = t1x1 + tawe est un point du segment, alors y = 1 f(x1) + t2f(x2) est I'ordonnée du point d’abscisse = qui
appartient a la corde. L’inégalité de la définition dit exactement que f(z) < y. Comme ceci est valable pour tout point
du segment, ceci exprime bien que la courbe €% est en-dessous de la corde.

t1f(z1) + tof (z2)

f([]éU] + [2$2)<
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2. Inégalité de Jensen

Proposition - Inégalité de convexité généralisée ou inégalité de Jensen

n
Soit f une fonction convexe sur I. Si t1,...,t, € Ry avec >ty =1 et x1,...,2, € I, alors
k=1

f (Z%ﬂ%) <Y tef (zn)-
k=1

k=1

Démonstration. Pour tout n > 2, on note
n n n
P(n) : pour tous x1,...,2, € I et t1,...,t, €Ry tels que > t; =1, onaf(Zthk> < >0 tef (ag).
i=1 k=1 k=1
Montrons par récurrence que &?(n) est vraie pour tout n > 2.

— La propriété Z2(2) est vraie : c’est la définition de la convexité.

— Soit n > 2. Supposons que £(n) est vraie, et montrons que & (n + 1) l'est également. On a

f (:il tkl‘k) = f <Xn: trxk +tn+1xn+1> < f ((1 _tn+1) (kzn: b I‘k) +tn+1$n+1> .
=1 =1

1-t
b1 n+1

n+1 n
Dongc, en utilisant 4?(2), on obtient f <Z thk> < (—tpyr) f (Z 1_;@7’““ xk) +tnt1f(Tni1).
k=1 k=1 "

n i tr n n
t = 1-t t t P
Or ’Z:l T = 1k_t1n+1 = 1_411 =1, donc £ (n) donne f (kg_:l e xk> < k2—:1 jEr— f(xg). Alnsi,

n+1 n
f (k; tkl‘k) < (I —tns) kz—:1 i fan) + taga f(Tne) = St tef (),

ce qui montre #(n + 1), et conclut.

tif (k).

n
Remarque. Sous les mémes conditions, mais avec f concave, I'inégalité est : trxr | =
b b
k=1

El
v

Exemple. Une application classique est I'inégalité dite arithmético-géométrique : si xq,

1

k=1

..., Xy >0, alors

Pour montrer ce résultat, nous allons admettre temporairement que la fonction In est concave sur R%} . On
observe alors que

In (ﬁ xk> = - Zln(xk) = i%ln(mk) < In (i 71133;@) = In (i ixk> ,
k=1 k=1

k=1 k=1 k=1

3
—_
3

n
car », % =1, et In est concave. On obtient I'inégalité en composant par la fonction exp qui est croissante.
k=1

3. Caractérisation pour les fonctions de classe ¢

Nous admettons la proposition suivante qui fournit deux nouvelles caractérisations de la convexité, dans le cas ou la
fonction est de classe €.

Proposition - Caractérisations des fonctions convexes de classe ¢

Si f est de classe ¢! sur I, alors

* f est convexe sur I ssi f’ est croissante sur I,
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% f est convexe sur [ ssi la courbe €5 de f est au-dessus de ses tangentes, c’est-a-dire pour tous z,a € I,

f@) = fa) + f'(a)(z - a).

Remarque. Pour une fonction f de classe € sur I, on a
f est concave <  f’ est décroissante sur I < %) est en-dessous de ses tangentes.
Exemples.

1. La fonction f : & — 2 est de classe €' sur R et sa dérivée = — 2x est croissante, elle est donc convexe. De
méme que la fonction g : x +— \/x est concave sur R, et la fonction h : z — 23 est concave sur R_ et convexe
sur R.

s

2. La fonction exponentielle est convexe, la fonction logarithme est concave.
Applications.

1. La fonction f : x +— e étant convexe, sa courbe est au-dessus de sa tangente au point 0, d’équation y = 1 + z,
ce qui donne que pour tout x € R,
e >1+ux.

2. La fonction g : x — In(z) étant concave sur RY, sa courbe est en-dessous de sa tangente au point 1, d’équation
y =z — 1, ce qui donne que pour tout x € R?,

In(z) <z —1.

Exercice 3. Montrer que la fonction sin est concave sur [O, g} En déduire que pour tout x € [O, g}
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4. Caractérisation pour les fonctions de classe ¢

Lorsque la fonction est de classe €2, on déduit directement de la proposition précédente le résultat qui suit.

" Proposition

Si f est de classe €2 sur I, alors f est convexe sur I ssi f” est positive sur I.

Remarque. Pour une fonction f de classe €2 sur I, on a de maniére analogue

f est concave sur I & f” est négative sur 1.

5. Point d’inflexion

" Définition - Point d'inflexion
Soient f une fonction définie sur I et a un point de I qui n’est pas une extrémité de I. On dit que (a, f(a)) est
un point d’inflexion de la courbe de f si f passe en ce point de concave & convexe ou de convexe & concave.

Exemple. Le point (0,0) est un point d’inflexion a la courbe de f = arctan :

— pour tout z € R_|

2z .
" _ .
f (.’Il) - _(1+l'2)2 2 07 //’ (gf
donc f est convexe sur R_,
— pour tout z € Ry, ,
2z 2
" _ ’
f (.’17) - _(1+SC2)2 < 07 ///

donc f est concave sur R .

Dans le cas ol f est de classe €' ou de classe €2, on a les caractérisations suivantes.

— Cas €' : si f est une fonction de classe €, alors (a, f(a)) est un point d’inflexion de f si et seulement si la
tangente a la courbe % en a traverse la courbe.

— Cas €2 : si f est une fonction de classe €2, alors (a, f(a)) est un point d’inflexion de f si et seulement si f”
s’annule en changeant de signe en a.



