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Chapitre 24

Intégration sur un intervalle quelconque

Pour I'instant, les seules intégrales que nous avons considérées sont des intégrales de fonctions continues sur un segment
de R, c’est-a-dire un intervalle fermé borné. Il arrive pourtant que 'aire sous la courbe d’une fonction définie sur un
intervalle non fermé ou non bornée soit finie, comme on peut le constater dans I’exemple suivant.

1 x

1

Si on note f : ¢~ z, on peut alors calculer I'intégrale de la fonction f sur l'intervalle [1,z], ott z > 1. On obtient

On remarqua alors que fow t% dt tend vers 1 lorsque z — +00. Ceci suggére que le domaine bleu clair sur le graphique
ci-dessus, qui est non borné, est en fait d’aire finie.

Il semble alors naturel de donner un sens a l'intégrale de f entre 1 et +00, et de lui donner la valeur 1. C’est ce que
nous allons faire dans ce chapitre.

|  Geénéralités
On cherche & définir I'intégrale d’une fonction réelle f continue sur un intervalle I d’extrémités a et b, qui peut étre
ouvert, fermé, semi-ouvert, avec a,b € R U {—o00, +00}.

— Si I = [a,b], on parlera d’intégrale impropre en b.

— Si I =]a, b, on parlera d’intégrale impropre en a.

— Si I =]a, b], on parlera d’intégrale impropre en a et b.

Exercice 1. Préciser si les intégrales suivantes sont impropres, et en quel point le cas échéant.

+oo 1 ™ sinz T T
1. / e 7dx. 2. / In(1 — z) da. 3. / dz. 4. / — dx.
0 o ERE o sinz

Avant toute étude, il sera important d’identifier la (ou les) borne(s) impropre(s) de U'intégrale considérée.

1. Intégrales convergentes

a. Intégrales une fois impropre

. . N b C . . . .
On s’autorisera toujours a écrire fa f(t)dt dans les cas mentionnés ci-dessus, avec la réserve nécessaire : il se peut que
cette intégrale ait un sens (on dira qu’elle est convergente, et on pourra alors calculer sa valeur), ou qu’elle n’en ait
pas (on dira qu’elle est divergente).
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Définition - Intégrale convergente, intégrale divergente

— Soit f une fonction continue sur [a, b[, avec b € RU{+o00}. On dit que l'intégrale ff f(t) dt est convergente
si f; f(t) dt admet une limite finie lorsque x tend vers b. On pose alors :

/:f(t)dt = lim /; F(t)dt.

z—b

Dans le cas contraire, on dit que l'intégrale est divergente.

— De maniére analogue, si f est continue sur ]a, b] avec a € RU{—o00}, 'intégrale est convergente si ff ft)de
admet une limite finie lorsque x tend vers a, et on pose alors :

b

/ ’ f@dt = lim [ f(t)dt.

r—a

Etudier la nature (ou l’existence) d’une intégrale impropre, c’est déterminer si elle converge ou non. Il y a deux étapes :
un calcul d’intégrale sur un segment, puis un passage a la limite.

Remarque. Si F est une primitive de f sur [a,b[, alors [ f(t) dt = F(z) — F(a) pour tout € [a,b[. Ainsi, I'intégrale

b f(t)dt converge ssi F' a une limite finie en b. Dans ce cas, on a
a
b
/ f(#®)dt = lim F(x) — F(a).
a z—b

Exemple. Etude de la nature de 'intégrale fol Intdt.

— La fonction In est continue sur l'intervalle ]0, 1], 'intégrale est impropre en 0.

— Soit z €]0,1]. On a fwl Intdt = [tInt —t]. = -1 — (zlnz — z). Ainsi, fwl ntdt — —1.
T—r
On en déduit que l'intégrale est convergente, et fol Intdt = —1.

Exercice 2. Déterminer la nature des intégrales suivantes, et les calculer le cas échéant.

+o0 1 1 1 +o0o 1 1
1./ — dt. 2. / ——dt. 3./ e ?dt. 4. / — dt.
1t o I—t 1 0 Vit

b. Intégrales doublement impropre

Définition - Convergence d’une intégrale doublement impropre

Soit f une fonction continue sur |a, b[. L’intégrale fab f () dt est impropre en a et b, on dira qu’elle est doublement
impropre.

On dit que ff f(t)dt converge s'il existe ¢ €]a, b| tel que les deux intégrales f: f(t)dt et fcb f(t)dt, chacune une
fois impropre, convergent. On pose alors

/abf(t)dt = /acf(t)dt—k/cbf(t)dt.

Sinon, c’est-a-dire si au moins 'une des deux diverge, on dit que l'intégrale f; f(t)dt diverge.

Remarque. La définition ne dépend pas du réel ¢ choisi. Dans la pratique, on pourra donc choisir n’importe quel
élément de Ja, b[.

1
1
Exemple. Nature de l’intégrale/ —dt.
o tt=1)

1
L’intégrale est doublement impropre, et converge si et seulement si les intégrales [? f(t)dt et [ N f(t)dt,
2
respectivement impropres en 0 et en 1, convergent toutes deux.
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— Pour tout z €]0, 3], on a ff ft)dt = f% (i — %) dt = [In|t — 1] — ln|t|]f = 1In(1 — z) — In(x).

x

Ainsi, on a lim fj f(t)dt = —oo, et foé f(t)dt diverge.

On en déduit donc directement que l'intégrale fo T t =] dt diverge.

2. Intégrale faussement impropre

Dans le cas ou la fonction qu’on cherche & intégrer n’est pas continue (voire pas définie) en un point extrémité de
I'intervalle d’intégration, mais prolongeable par continuité en ce point, tout se passe comme si la fonction était continue
en ce point. C’est ce qu’exprime le résultat suivant.

" Proposition

Soit f une fonction continue sur [a, b], et prolongeable par continuité en b. On note f ce prolongement. Alors :

/ £(t) dt converge et / F(t)dt = / 1H0)

On dit dans ce cas que U'intégrale est faussement impropre.

Remarque. La borne b est alors nécessairement un nombre réel.

1
Exemple. Etude de la nature de l'intégrale / tintdt.
0

La fonction ¢ — tInt est continue sur ]0, 1], et prolongeable par continuité en 0, car tInt — 0.
t—0

Ainsi, I'intégrale est convergente.

t
1
¢

1
Exercice 3. Déterminer la nature de /
0

Il Intégrales de référence

1. Fonctions exponentielles

Proposition - Intégrales de fonctions exponentielles

Soit A un réel fixé,
“+ o0
/ e M dt converge si et seulement si A > 0.
0
1

—+oo
En cas de convergence, / e Mdt = X
0

Démonstration. L’intégrale considérée est impropre en +oc.

— Cas A =0 : on remarque que pour tout x € Ry, [ 1dt =, donc [ 1dt — +oo, et I'intégrale diverge.

r—r+o0

- SiA#0etzeRy, alors

T —At1% -z T 1 -
1-— 5 A>0,

/ e Mdt = |— ¢ = © donc / e Mdt —» A b?
0 Ao A 0 z—+00 | 400 siA<O0

Par conséquent, 'intégrale impropre converge si et seulement si A > 0. O

2. Intégrales de Riemann

Soient a, b deux réels strictement positifs et o un réel.
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* On appelle intégrale de Riemann impropre en 0 et de paramétre « tout intégrale de la forme fob t% dt.

* On appelle intégrale de Riemann impropre en +00 et de paramétre « tout intégrale de la forme f:oo t% dt.

Proposition - Intégrales de Riemann impropres en +co et en 0

Soit o un réel.

1
1
1. L’intégrale / P dt converge si et seulement si o < 1.
0

+oo
7. L’intégrale / = dt converge si et seulement si a > 1.
1

Remarque. Le premier résultat se généralise aux intégrales de la forme f:oo t% dt, ot @ > 0, qui converge si et
seulement si a > 1.

Proposition - Intégrales de Riemann impropres en un point

Soient a,b € R avec a < b, et a € R.

b b
———dt et ———dt convergent ssi a < 1.
«
(t - a’) a

Les intégrales / =19

a

L |
/7dt.
0o V1I—t

Exemple. Déterminer la nature de l'intégrale

3. Intégrale de Gauss

' Proposition - Intégrale de Gauss (admis)

2
L’intégrale fjoo Le~'T dt est convergente, et

oo 27
—+o0
1 t2
—e 2.dt = 1.
[ 27re

o0

Il Propriétés et calcul des intégrales impropres
1. Propriétés

Nous allons voir que les propriétés de 'intégrale se généralisent aux intégrales impropres.

i . i o o b .
Dans les résultats qui suivent, on énonce souvent les propriétés seulement dans le cas d’une intégrale fa f(t) dt impropre
en b, pour plus de simplicité. Ces résultats s’énoncent toutefois de maniére analogue pour une intégrale impropre en a.

Proposition - Linéarité

Si les intégrales ff f(t)dt et f:g(t) dt convergent alors pour tous A, u € R,

b b b b
/ (Af + pg)(t) dt converge, et/ (Af() + pg(t))dt = )\/ f(@) dt+u/ g(t) dt.

Remarque.

— L’ensemble F des fonctions f telles que fab f () dt converge est donc un sous-espace vectoriel de I’ensemble des
fonctions de ]a, b[ dans R.

— L’application f — fab f(t) dt est une application linéaire de E dans R, qu’on appelle donc forme linéaire sur E.
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/N Pour écrire fab()\ ft)+ pg(t =A f f)dt+p f g(t) dt, il faut s’assurer de la convergence des deux intégrales
de droite, et pas seulement celle de I'intégrale de gauche.

; tee /3
Exemple. Etudier la convergence de / (t2 — _2t> dt.
1

" Proposition - Relation de Chasles

Soit f une fonction continue sur [a, b] telle que ff f(t)dt converge. Alors pour tout ¢ € [a, b,

/cbf(t)dt converge, et /abf(t)dt = /:f(t)dt+/cbf(t)dt

Remarque. Seul le comportement de f au voisinage de b importe donc pour déterminer la convergence de l'intégrale.

Proposition - Positivité et croissance

i. Soit f une fonction continue et positive sur [a, b] telle que f: f(t) dt converge. Alors fab f(®)dt > 0.

it. Solent f et g deux fonctions continues sur [a, b telles que pour tous t € [a,b], f(t) < g(t). Si les deux
intégrales impropres f: f(t)dt et f; g(t) dt convergent, alors

/abf(t)dt < /abg(t)dt

Théoréeme - Positivité stricte
Soit f une fonction continue et positive sur [a, b] telle que ff f(t) dt converge.

i. S’il existe x € [a, b] tel que f(x) > 0, alors f: f(t)de > 0.

ii. Si fab f(t)dt =0, alors f est identiquement nulle sur [a,b[ : pour tout = € [a,b], f(x) = 0.

2. Calcul d’une intégrale impropre

Intégration par parties

Nous avons vu que ’étude de la convergence d’une intégrale impropre se rameéne a I’étude d’une ou deux intégrales sur
un segment. Il est alors bien str possible d’effectuer une intégration par parties dans ces intégrales sur des segments.
On retiendra qu’on ne fait jamais d’intégration par parties directement dans une intégrale impropre.

/" Méthode - Intégrer par parties dans une intégrale impropre

— On se raméne a une (ou deux) intégrale(s) définie(s) sur un segment.
— On méne une intégration par parties dans I'intégrale sur un segment.

— On passe ensuite a la limite.

Exemple. On sait que l'intégrale fol tlntdt est faussement impropre. Nous allons calculer sa valeur par intégration

par parties. Soit x €]0, 1], les fonctions ¢ — ﬁ et In sont € sur [z,1], donc on peut intégrer par parties sur [z, 1] :

/1“ rde 1 t / it = z?Inz 27! z2Inz 1+x2 . 1
n = n ——dt = — — =] == — 4= S
i 2 1], 5 14 as0 1

Ainsi, on retrouve bien que 'intégrale converge, et sa valeur est —i.

—+oo
Exercice 4. Calculer, si l'intégrale converge, / tetdt.
0
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Changement de variable

Théoréme - Changement de variable

Soient f une fonction continue sur Ja, b[ et ¢ une bijection de Ja, B[ sur ]a, b], croissante et de classe ¢! (avec
a, b, o, B réels ou infinis).

Les intégrales f: f(u)du et ff f(e(t))¢(t) dt sont de méme nature. En cas de convergence, on a

b B
/ f)du = / Fe(t) ¢ @) dt.

Remarques.
b el
— Si ¢ est décroissante, en cas de convergence, on a / f(u)du = / fe()¢'(t)dt.
a B

— Les changements de variables non affines seront indiqués.

/“ Meéthode - Effectuer un changement de variable dans une intégrale

1. On explicite le changement de variable : on pose u = ¢(t), en précisant (et montrant si besoin) que

0 Je, B[ — la, b]
——

intervalle pour ¢ intervalle pour u

est de classe ¢!, bijective de ]a, B[ sur ]a, b].

2. /\ Les écritures qui suivent sont des motations seulement, qui permettent de pouvoir facilement utiliser la
formule du changement de variable.

u=(t) t =(u) seulement si nécessaire
Bloc différentiel :  du = ¢'(t) dt dt = ¢/ (u)du et sip est €
Bornes : U —a — t— «
u—b — t— B

Ici, 1) = ! désigne la bijection réciproque de . Dans le cas ot 1 est de classe €’ sur |a, b[ (qui correspond
au cas ol ¢’ ne s’annule pas sur |a, 8[), on peut écrire le changement de variable dans 1’autre sens si besoin.

Si possible, on pourra essayer de faire apparaitre ¢’ (t) d¢ dans I'intégrale pour pouvoir effectuer directement
le changement de variable.

3. On remplace une intégrale par une autre, en effectuant tous les remplacements en méme temps.

4. On utilise ensuite le théoréme de changement de variable : la nouvelle intégrale est de méme nature que la
précédente, et leurs valeurs sont égales en cas de convergence.

+oo
Exemple. Montrons que l'intégrale / e dt converge et calculons sa valeur.
o e +e”
— On note ¢ : t — et et on pose u = p(t). La fonction ¢ est de classe ¢!, strictement croissante sur [0, +oc[, donc
¢ réalise une bijection de [0, +-o00[ sur son image [1,+o0].

— Etude des bornes :  t — 0 <> u—1
t— 400 < u— 4o

— Bloc différentiel : du = et dt.

+oo 1 +oo 1 +oo 1
On en déduit que / ——— dt = / 5 e’ dt est de méme nature que l'intégrale / —— du.
o ettet o e +1 1 1+ u?
Si @ € [1,+oo] /x L a [arctan u]] t tanl — - -2 -2
iz ,+oo[, on a —— du = | arctanu|, = arctanz — arctan ——— =
L 14w 1 r—t+o0 2 4 4
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+o0 1

oo 1 T
Ainsi, / ———— dt est convergente, et / ———dt = —.
o e +e” o et+et 4

3. Cas des fonctions paires et impaires

Théoréme - Cas des fonctions paires et impaires

Soit f une fonction continue sur | — b, b[, avec b € RU {+oo}, telle que f(f f(t) dt converge. Alors

b b b
— si f est paire, alors / f(t)dt converge, et / f@&)de = 2/ f(t)dte,
—b -b 0

b b
— si f est impaire, alors / f(t)dt converge et / f(t)dt =0.
—b —b

Démonstration. Nous allons faire le changement de variable affine u = —t dans l'intégrale fi)b f(t) dt. On obtient

/Obf(t) dt = —/bo f(=u)du = /Obf(—u) du.

Ainsi, - si f est paire, ffb f@)dt = fob f(u) du, donc Vintégrale converge, et par Chasles ffb ft)ydt =2 fob F(t)dt,
—si f est impaire, f?b ft)dt = — fé) f(u) du, donc lintégrale converge, et par Chasles ffb f)ydt=0. O
+o00o

Exemple. Etude et calcul de I'intégrale / et at.

— 00
La fonction f : t — e~ It est paire sur R. Or Pintégrale 0+°° ft)dt = 0+°° e~tdt converge et vaut 1.
On en déduit sur I'intégrale fj;o f(t) dt est convergente, et fj;o et dt = 2.

+o0
Exemples. Etudier la convergence de l'intégrale / tet dt.

—00

Remarque. Il faut prendre garde a ne pas traiter les deux bornes en méme temps.

x
Par exemple, [ tdt = {%} =0 — 0, mais l'intégrale f+°°tdt diverge.
—x

r——400 —0o0

IV  Critéres de convergence pour des intégrales de fonctions positives

1. Convergence et intégrale partielle

" Proposition

Soit f une fonction continue et positive sur [a,b[. Alors la fonction g : @ +— [ f(t)dt définie sur [a,b], est
croissante. Elle admet donc une limite en b si et seulement si elle est majorée, d’ot

b az
/ f(t)dt converge ssi g:x+— / f(t) dt est majorée sur [a, b[.

Remarques.

— La propriété existe aussi pour une intégrale impropre en a : la fonction g : x — ff f(t)dt est décroissante et
admet alors une limite en a si et seulement si elle est minorée.

— Il y a ici une analogie évidente avec les séries, qui va se poursuivre dans les paragraphes suivants.
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2. Critéres de comparaison

Théoréme - Critére de comparaison par inégalité

Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b telles que, pour tout = dans un voisinage de b, 0 < f(z) < g(z).

b b
1. Si/ g(t) dt converge, alors/ f(t)dt converge.

b b
ii. Si/ f(t) dt diverge, alors/ g(t) dt diverge.

Exemples. Déterminer la nature des intégrales suivantes.

oo 1 oo p oo
N p—— 2 [Tt . | @
2 t+t+1 0 5 \/i—?

Théoréme - Critére d’équivalence

Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b[ telles que g soit positive au voisinage de b.

b
Si f(t) ~ g(t), alors les intégrales /

a

b
g(t)dt et / f(t) dt sont de méme nature.

+oo t2 + 7
Exemple. Déterminer la nature de l'intégrale / 3 dt.
1 4341

Théoréme - Critére de comparaison par négligeabilité

Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b[ telles que g soit positive au voisinage de b, et f(t)

=, lg(t)),
alors

b b
i. si / g(t) dt converge, alors / f(t) dt converge,

b b
ii. Si/ f(t) dt diverge, alors/ g(t) dt diverge.

T In(t) + 2
Exemple. Déterminer la nature de l'intégrale / % dt.
1

Remarques.
— Ces résultats s’adaptent a des intégrales impropres en a. Ils s’adaptent également a des fonctions négatives.

— La comparaison (inégalité, négligeabilité ou équivalence) doit se faire au(x) point(s) o U'intégrale est impropre
seulement.

— Les critéres de comparaison ne permettent que de déterminer la nature d’une intégrale, pas d’en calculer sa
valeur.
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