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Exercice 1.

1. Montrer que la proposition “Vn € N, 2" > n?” est fausse.

2. Montrer en revanche que “Vn > 4, 2" > n?” est vraie. On pourra raisonner par récurrence.

1. Montrons que la proposition est fausse, c’est-a-dire que sa négation (In € N, 2" < n2) est vraie.

Posons g = 3. On a 2™° = 8 < ng2.
On a donc bien montré que (In € N, 2" < nz) est vraie, donc (Vn eN, 2" > n2) est fausse.
2. Montrons par récurrence sur que la proposition P(n) : “2" > n?”, est vraie pour tout n > 4.
— Initialisation. Si n = 4, on a 2" = 16 = n?, donc P(4) est vraie.
— Hérédité. Soit n € N. On suppose que P(n) est vraie, et on va montrer que P(n + 1) lest
également. D’apres I’hypothése de récurrence, on a

ot — 9 % 2™ > 2n?.

Nous allons montrer que 2n? > (n +1)2, ce qui nous permettra de conclure que 2! > (n+41)2,
et donc que P(n + 1) est vraie. On a

om®—(n+1)? =n®—2n—1.

Les racines du polynéme z2 — 2z — 1 sont 1 — v/2 et 1 4+ v/2. On en conclut alors que pour tout
x}l—i—\/i onaz?—2x—1>0.
Comme n > 4 > 14+/2, on a bien n? —2n —1 > 0, ce qui donne 2n? > (n +1)%. Ainsi, P(n+1)

est vraie.

On a donc bien montré par récurrence que pour tout n > 4, 2™ > n?.

Exercice2.  On considere la suite (u, ),y définie par

1
Ug = 9
Un
VneN, u,pr1 = .
Up — 1
Montrer que pour tout n € N, ug, = % et ug,+1 = —1. On pourra raisonner par récurrence.
. . “ 1 ” .
Montrons par récurrence que la proposition P(n) : “uzn = 3 et ugn+1 = —1” est vraie pour tout n € N.
— Initialisation. Pour n = 0, on a
1 uo %
Uzp = U0 = =, €t Uspt1 =uU1 = == =-1
2 ug — 1 -3
Par conséquent, la propriété P(0) est vraie.
— Hérédité. Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie, c’est-d-dire que uz, = %, et usnt1 = —1.
Montrons que P(n + 1) est vraie, c’est-a-dire que Ug(nt1) = U2n+2 = % et Ug(ni1)4+1 = U2nts = —1.
On a
U2n+41 -1 1 U2n 42 %
U2 2 = = = — et u 327:72—1.
s Ugnt+1 — 1 —1-1 2’ Cdy Ugnio — 1 ,%
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Ainsi, la propriété P(n + 1) est vérifiée.

. . 1
On a donc montré par récurrence que pour tout n € N, on a ua, = 5 et ugn4+1 = —1.

Exercice3. Soit la fonction polynomiale P définie, pour tout réel x par

P(z) =2 +42* +  — 6.

—_

. Calculer P(1).
2. Déterminer des réels a, b, ¢ tels que P(z) = (z — 1)(az? + bz + ¢) pour tout = € R.

3. Résoudre alors I’équation P(x) = 0.

N

. Résoudre I’équation (E) : e?® + 4e® +1 — 6e=* = 0.

1. On a P(1) =0, donc 1 est racine du polynéme P.

2. On peut procéder par identification : si P(z) = (z — 1)(az® + bz + ¢), alors P(z) = az® + (b — a)z* +
(¢ — b)x — c. En identifiant coefficient par coefficient, on obtient donc que

a=1
a=1
b—a=14 8 R N
ce qui équivaut a b=5
c—b=1
=6
—c=—6

Finalement, P(z) = (z — 1)(2® 4+ 5z + 6) pour tout = € R.
3. Le polynéme 2 + 5z + 6 a pour racines —3 et —2. Comme P(z) = (x — 1)(2® + 5z + 6), on en déduit
que I'équation P(x) = 0 a trois solutions : —3, —2 et 1.

4. En multipliant I’équation par e” (qui est strictement positif), on obtient que I’équation (E) équivaut
4 e3® 4 4e** 4 ¢® — 6 = 0. Maintenant, en posant y = e®, on remarque que (FE) se récrit

Y+ 4y’ +y—6=0
y=e’

Comme les trois solutions de y° + 4y? +y — 6 = 0 sont —3, —2 et 1, on en déduit que la seule solution
de ’équation (F) correspond & y = 1, les autres valeurs étant négatives. Finalement, la seule solution
de (E) est alors In1 = 0.
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