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Exercice 1.  Soit (up)aen la suite définie par

up =1,
VYneN, upp1 =2u, + n(n—1)2".
Uk
Pour tout kK € N, on pose v, = o
1. Pour un entier k € N, calculer vx41 — vk en fonction de k.

n—1
2. Pour tout n € N, calculer la somme " (vk4+1 — vk) de deux manieres différentes, et en déduire une
k=0

expression de v, en fonction de n.

3. En déduire I'expression de u, en fonction de n, pour tout n € N.

1. Soit k €N, on a

Uk U 2ue+k(k—1)2%  we  owe | k(k—1)  ue  k(k—1)
Vel = Vk = 501 Ton T T o1 ok ookt o Tk T T g
2. D'apres la question précédente, on a
n n n n
k(k —1) 1 , 1 n(n+1)2n+1) n(n+1)
- = D)= 2 K-—=N "k = -
D e —w) = D = 2 2 12 4
k=0 k=0 k=0 k=0
_ n(n+1)
= T ((2n+1)—23)
_ n(n+1)(n—-1)
= = &
n
Par ailleurs, par télescopage, on a aussi Y (Vk41 — Vk) = Vpg1 — Vo = Vg1 — L.

k=0
Par conséquent, en combinant avec ce qui précede, on obtient

n(n+1)(n—1) 11 doncy, — n(n—1)(n—2) "

1.
6 6

Vot —1 =

. 1)(n2—4n+6
En factorisant, on trouve v, = MG"*)

3. Pour tout n € N, on a u, = 2"v,, donc u, = %(n—l— 1)(n® — 4n+ 6).

Exercice2.  Calculer la somme E max(/,J).
0<ij<n

On a

Z max(/,j) = Z (Z max(i,j)) Z ( max(/, j) + Z max(/,j))

0<ij<n i=0 \j=0 i=0 j=i+1

-y (j,—+§"jj>.

i=0 Jj=0 J=i+1
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Jj=0 Jj=i+1 J

Z max(i,j) = Z <j(/—2’—1) + n(n;— 1)> =

0<i j<n i=0

; i n n i
Oryi=iyl=ili+1)et 3 j=Yj—>j="00—
=0 =0 J=0

i(i41)
—~=—, donc

n n n
%Z/H%Zwi"(”; ) 31
i=0 i=0 =0

n(n+1)2n+1) n(n+1) n(n+1)>?

12 4 * 2
n(n+1)(2n+14+3+6(n+1))
12
n(n+1)(4n+5)
6

Autre méthode : on peut aller un peu plus vite en commencant par remarquer que

n

Z max(i,j) = Z max(i,j)—i—Zi—i— Z max(/,j) = Zi—i—Q Z max(/,f) .

0<i,j<n 0<i<j<n i=0 0<j<i<n i=0 0<i<j<n

=j
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