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Exercicel. On considere I'application

R

f: R
X e +1.

_>
—>
1. Montrer que f n'est ni injective, ni surjective.

2. Montrer que f réalise une bijection de R, dans un intervalle J a préciser, ainsi qu'une bijection de R_
dans J. On explicitera les applications réciproques de ces deux bijections.

1. La fonction f n’est pas injective : on a par exemple f(1) = f(—1). Elle n’est par ailleurs pas surjective :
pour tout x € R, on a f(x) > 1, donc 0 n'a pas d'antécédent par f.

2. La fonction f est dérivable, car x — e estzdérivable comme composée de fonctions dérivables. Par
ailleurs, pour tout x € R, on a f'(x) = 2xe*", donc f'(x) est du signe de x. On en déduit que f est
strictement décroissante sur R_, et strictement croissante sur R...
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Par ailleurs, on a x> — 400, donc e +1 — +o00. On obtient le tableau suivant.

Xx—=+o0 Xx—=o0
X —00 0 +o00
Signe de f'(x) = 0 I
+o0 400
Variations de f \ /
2

Comme f est continue et strictement décroissante sur R_, le théoreme de la bijection assure qu’elle
définit une bijection de R_ sur son ensemble image, qui est J = [2, +oo[ d’apres ce qui précede.

De méme, f est continue et strictement croissante sur Ry donc elle définit une bijection de R4 sur f(R4),
qui est I'intervalle J.

Déterminons les bijections réciproques des deux bijections introduites ci-dessus. Soit y € J = [2, +o0.
Résolvons I'équation y = f(x). On a

41 =y & eXQ:y—l & XX =In(y —1),

car In est la bijection réciproque de exp. On note que In(y — 1) >0, car y — 1 > 1. Ainsi, on a
fx)=y & (x: In(y —1) ou x=— In(y—l)).
v/In(y — 1) dans R,

Finalement, I'équation y = f(x) a pour solution : x x

* x=—4/In(y — 1) dans R_.
On en déduit que : — la bijection réciproque de R, — J est J — Ry ,
x = 41 y = /In(y—-1)
— la bijection réciproque de R_- — J est J — R_ .
PR S| y = —y/In(y—1)

Exercice2. Soitf: RZ2 — R2
(x,y) = (x+y xy).
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1. Montrer que I'application f n'est pas injective.

2. a. Soit (a, b) € R2. Montrer que si (a, b) € f(R?), alors a> — 4b > 0.

b. En déduire que I'application f n'est pas surjective.

1. On remarque qu'on a par exemple (1,0) = f(0,1) = (1,0), donc (1,0) a deux antécédents par f, et f
n'est pas injective.
2. a. Soit (a,b) € f(R?), c'est)-a-dire qu'il existe (x,y) € R? tel que (a, b) = (x + y,xy). On a alors
a=x+y— et b= xy, ce qui donne
a2 —4b = (x+y) —dxy = X+2xy+y  —dxy = X —2xy +y* = (x—y)>.
Ainsi, on a bien a*> —4b > 0.
b. Sionposea=0b=1,onaa’—4b= —4 < 0, donc d'apres la question précédente, (a, b) & f(R?).
Ainsi, on a trouvé (a, b) € R? tel que (a, b) n'a pas d'antécédente par f. Ceci entraine que f n'est
pas surjective.

Exercice3. Dans cet exercice n désigne un entier naturel. Les questions sont indépendantes.

n n B P
1. Calculer;:%(k)( 2)".

2n
2
2. a. Que vaut la somme Z ( kn) (—1)>kok?

k=0

2n on
b. En déduire que ( k)(_l)k2k—l -0
k=1

n

1. Ona Z (Z) 2= (:) (—2)1"F = (=24 1)" = (-1)".
k=0

k=0

2n
2. a Onay, <2k"> (-1 *k=(2-1)>"=1>"=1.
k=0

b. Si k,n €N, ona (—=1)"% = (=1)*"(=1)"%. Comme (=1)*" = 1 et (—1)* = (=1)*, ce qu'on
peut voir par exemple en remarquant que (—1)k X (—1)k =1,0ona

2n 2n k 2n
> <2kn>(1)k2“ = (2:)(1)2”22 = %k (2:)(1)2”2&

k=1 k=1

2n 2n
Or > (zkn)(—1)2n7k2k = (Z (Zk")(—1)2"7k2k> —1=1—1=0. On en déduit donc le résultat.

k=1 k=0
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