ECG1 — Lycée Gabriel Touchard

2024-2025
DM 9
Exercice 1. Résoudre le systeme linéaire (%) suivant :
x+y+5z=0
2x =2y +2z=0
—X+4y+5z=0
On a
X +y 45z =0 x +y 45z =0
(&) < —4y —8z = 0 Lyely-2L4 y 42z =0 Lo-1ii
By 10z = 0 13el3+L, 0 = 0 LzeaL3+50,
[x] +y +5z 0 [x =-32
. +2z 0 y = =Dz
Ainsi, I'ensemble des solutions est {(—3z, —2z,z), z € R} = {z(-3,-2,1), z € R}.

Exercice2. Déterminer si les matrices suivantes sont inversibles, et calculer leur inverse si elles le sont.

5 3 -1 3 -2 4
Ai=|-1 5 3], A=[2 -1 6
3 -1 5 5 -4 0

X a
— Soit (a, b, ¢) € R3. On résout le systeme linéaire (S1) donné par A; <y> = <b> :

—Xx+by+3z=0>b
(51) & 5x+3y—z=a &
3x—y+5z=c

—x+5y+3z=b
28y +14z=a+5b (L2 — L2+5L1)
14y—|—14z:c+3b (L3<— L3+3L1)
—x+5y+3z=05b
& 28y + 14z =a+5b
14Z:*a+b+2C (L3(*2L3*L2)

On obtient alors x = 12 (2a—b+c), y =& (a+2b—c) et z= 1 (—a+ b+ 2c).

Il'y a une unique solution, donc la matrice A; est inversible. On a par ailleurs

X 2a—b+c 1 2 -1 1 a 1 2 -1 1
v| =1 a+2b—c | = TR 2 -1 b|, donc At = TR 2 -1
z —a+ b+ 2c -1 1 2 c -1 1 2
— On sait que
e, (1 -1 =2 1 -1 -2
A € GLs(R) & 2 -1 6 |eGLs(R) & |0 1 10| € GLs(R).
5 —4 0 0 1 10

On en déduit que A & GL3(R).
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On aurait aussi pu remarquer tout de suite qu'il y a une relation de liaison entre les lignes de A,, notées
L1, Lz, L3 . ona 6L1 — 4L2 = 2L3, soit 3L1 — 2L2 = L3, donc A2 Q GL3(]R)

Exercice3. On considere a et b des réels et le systeme suivant :

X+ ay + a°z =
X+ ay + abz = a (S)
bx 4+ a’y + a’bz = a°b

Déterminer une condition sur a et b pour que le systeme aient une unique solution, et la préciser.

A I'aide du pivot de Gauss, on obtient

x+ay+a’z = 1 x + ay + &Pz = 1
5 & alb—a)z = a-—1 & a(a—b)y = b(a®>-1)
ala—b)y = b(a®>—1) alb—a)z = a—1
1 a a°
La matrice de ce dernier systtme est [ 0 a(a— b) 0 , qui est inversible ssi a(a — b) # 0.
0 0 a(b—a)
On en déduit donc que le systeme (S) admet une unique solution ssi a # 0 et a # b.
— Sia#0eta# b, alors I'unique solution est donnée par ((aiﬁ;b), Z((‘f__bl)), a(ab‘_la)).
— Si a = 0, la derniere équation du systeme triangulaire ci-dessus s'écrit 0 = —1, il n'y a donc pas de

solution.

— Si a= b, alors le systeme se récrit

x+ay+a’z = 1
0 = a(a®-1)
0 = a-—-1
Ainsi, —sia#1,iln'ya pas de solution,

-sia=1,(5) & x+y+z=1 & [z]=1-x—y, donc I'ensemble des solutions est
{(x.y.1=x-y), x,y €R}.

Exercice 4. Facultatif. Soient n un entier supérieur ou égal a 2 et A = (a,-,j)lgngn une matrice de M,(R)
telle que pour tout i € [1,n], on a:
Jaiil > > lail.

J#I
On dit alors que A est a diagonale strictement dominante. Montrer que la matrice A est inversible.

Indication : on pourra raisonner par l'absurde en considérant une matrice colonne X non nulle telle que
AX = 0,.

Supposons qu'il existe une matrice X = | non nulle telle que AX = 0,, ce qui se récrit :

Xn

aiixi + Z aijXj = 0

aiixi+...a10% =0 J#1
Oou encore
dn,1X1 + ...+ dn,nXn = 0 an,nXn + Z danjXj = 0
J#n
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Autrement dit, pour tout / € [1, n]], on a a;,ix; + Y aijx; = 0. Or, par inégalité triangulaire renversée,

J#
ajiXi + E ai x| > laiixi| — E ai jXj|-
J#i J#i
On a par ailleurs | Y~ ajjx;| < D |aijxj| par inégalité triangulaire, donc
J# J#

aj X + E aj jXj

J#i

= aillxil = > laifllxl-

J#I

=0

Ceci est vrai pour tout i € [1, n]. C'est en particulier vrai pour I'entier i tel que |xi| = max{|xj|, j € [1,n]}.
Pour cet entier, on a |x;| < |x;| pour tout j € [1, n], donc —|x;| = —|x;|. Finalement, on a

0 > faulisl = Elaulbsl > loulbed = S laulixl = (laul = S lawt )l
J#I J#I J#I
Comme X est non nulle, |x;j| # 0, donc on a montré que |a;i| — > |aij| <0, qui est une contradiction.
Viall

Finalement, nous avons montré que le systeme linéaire AX = 0, admet une unique solution, qui est 0,. Comme
admis (pour le moment) dans le cours, ceci entraine que A est inversible.
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