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DM 10

Exercicel. Ondispose de deux urnes: —l'urne U; contient deux boules blanches et trois boules noires,
— ['urne U, contient quatre boules blanches et trois boules noires.

On effectue des tirages successifs dans les conditions suivantes.

— On choisit une urne au hasard.

— On tire une boule dans I'urne choisie. On note sa couleur et on la remet dans I'urne d’ou elle provient.
¢ Si la boule tirée était blanche le tirage suivant se fait dans I'urne Us.
© Sinon, le tirage suivant se fait dans I'urne Us.
Pour tout n € N*, on note B,, I'événement “la boule tirée au n®™e tirage est blanche”, et on note p, = P(B,).

1. Calculer p;.
4

6
2. Montrer que pour tout n € N*, p,i1 = 35 Pn + 7

3. En déduire, pour tout entier naturel n non nul, la valeur de pj.

1. On note T; I'événement : “le premier tirage se fait dans I'urne U;"”. En utilisant le systeme complet
d'événements (T1, T1), la formule des probabilités totales donne

17

1
2~ 35

+4><
7

N =

P = P(B) = Pr,(B:)P(T1) + P= (B1) P(T1) = %x

2. Soit n € N*. En utilisant cette fois le systéme complet (B,, B,), la formule des probabilités totales donne

— 2 4 6 4
Poy1 = P(Bni1) = Ps,(Bnt1) P(Bn) 4+ Pg,(Bnt1) P(Bs) = 5 Pr = (1—pn) = ~35Pr T2
3. La suite (pn),en+ €st donc arithmético-géométrique. On cherche £ tel que £ = —%Z—&— %, on obtient alors

_ 20
(=2

On sait que la suite (pn — £) e+ €St géométrique de raison f%, donc pour tout n € N, on a

6\"" . 20 3 6\""
pn—4£ = (Pl_l)<_£) . soit p”_ﬁ_@<_£> .

Exercice 2.

1. Montrer que f : R* — R est prolongeable par continuité sur R.
VIl+x -1
Vx|

2. Montrer que f: ]—1,1[ — R est prolongeable par continuité en —1 et 1.

X = (1—x?) In(1+x)

X

1. La fonction f est continue sur R* comme quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne
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s'annule pas. Par ailleurs, si x € R”,

foy = IAA-DI+A+Y) _ 4x-1
VIX(VIT+Hx+1) VIX(VITH X +1)

Six>—1,0nall+x|=1+x, donc f(x) . On a par ailleurs

X
T VI X[+ 1)

X X X '
‘ ’ = IX] =+/|x| — 0, donc ——— — 0, et finalement f(x) — 0.
x—0 x—0

VIXIT VX Vx| <=0

Ainsi, f est prolongeable par continuité en 0 par 0, donc f est prolongeable par continuité sur R.

2. La fonction f est continue sur | — 1, 1[ comme produit de fonctions continues sur | — 1, 1[. Par ailleurs,
six€]—1,1[, on a
flx) = (1 —Xz)(ln(l +x) —In(1—x))
= 1-x)1+x)In(1+x)—(1+x)(1—x)In(1-x)

Comme lim ulnu=0,0na Ilim (1+x)In(1+x) =0, et lim (1 —x)In(1 —x) = 0. Ceci donne
u—0t x——1% x—1~

lim f(x)=0, et lim f(x)=0.

x——1F Xx—17"
Ainsi, f est prolongeable par continuité en —1 et en 1 par 0. La fonction se prolonge en une fonction
continue sur [—1, 1].

N.B. On pouvait aussi remarquer que la fonction f est impaire, et se contenter de faire I'étude de f au
point 1.

3

1
Exercice3. Constante d’Euler. Pour tout n € N*, on pose H, = P
k=1
1. Etudier la fonction
f: ]-1+4c0] — R
X = x—In(1+x)
En déduire que pour tout x €] — 1, 4+o00[, on a In(1 4+ x) < x.
2. Pour tout n € N*, on pose
up = Hp —In(n), et Vo =Hp,—In(n+1).

a. Montrer que pour tout entier n > 2, u, — tup-1 = + +In(1—1), et en déduire que la suite

(Un) hen- €St décroissante.

b. Montrer que pour tout entier n > 2, v, — Vpu1 = + — In (14 %), et en déduire que la suite
(Vn) peny €St Croissante.

c. Montrer que les suites (up) et (v,) convergent vers un méme réel noté vy, et justifier que v €
[1-1In21].

d. Quelle est la limite de la suite (Hp)en- 7

3. a. Compléter la fonction Python H suivante, qui prend en argument un entier n et renvoie la valeur
H, correspondante. Que renvoient les fonctions U et V7

import numpy as np

def H(n):
S=...
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for k .....
S=.....
return(S)
def U(n):
return(H(n)-np.log(n))
def V(n):
return(H(n) -np.log(n+1))
b. Que renvoie la fonction F suivante ? Justifier la réponse.
def F(eps):
n=1
while(U(n)-V(n)>eps):
n+=1
return(U(n) ,n)
1. La fonction f est dérivable sur ] — 1, +oo[ comme composée de fonctions dérivables, et pour tout
x €] — 1, +o0],
1 X
flix) = 1-— = .
(*) 1+ x 1+ x
Par conséquent, la fonction f a le tableau de variations suivant :
X —1 0 +o00
' (x) — 0 +
|| T~
On en déduit que la fonction f est positive sur | — 1, +oo[, ce qui donne bien que In(1 + x) < x pour
tout x € R.
2. a. Soitn>2.0na

Up — Un-1

D’apres la question 1, onaIn(1— 2
(un)n est décroissante.

b. Pour n > 2, on a

Vi — Vp-1

D’apres la question 1, ona £ —In(1—2

S

Hy —1In(n) — (Hp=1 — In(n — 1))

n

;}(—;}(—In(n)—i—ln(n—l)
1 n—1

E—l—ln( - )

1 1

EJrIn(le).

—1 donc £ +1In(1—1) < 0. On en déduit que la suite

Hp—In(n+ 1) — (Hp—1 — In(n))

— —In(n+1)+In(n)

1) > 0. Ainsi, (vy), est croissante.
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c. Pour n € N*, on a

Up—Vn = Ho—Inn—(H,—In(n+1)) = In<ntl) = In<1+%) — 0.

n—-+o0

Finalement, (u,) décroit, (v,) croit et lim,u, — v — 0, donc les suites (u,) et (vn) sont

n—-+o0
adjacentes. On sait alors qu'elles convergent vers une limite commune 4.
Par ailleurs, on a aussi v, < v < up pour tout n € N*. Comme vy =1 —1In2 et uy = 1, on obtient
doncenprenant n=1quel—In2<vy< 1, soitye[l—-In21].
d. Pour tout n€ N*, ona u,=H,—Inn> 1, donc

up = Inn+-.

Comme Inn+vy — +o0, on obtient par comparaison que H, — +o0.
n—+o00 n—+o00

3. a. def H(n):
S=0
for k in range(n):
S+=1/(k+1)
return(S)

Les fonctions U et V prennent en argument un entier n et renvoient respectivement u, et v,.

b. La fonction F prend en entrée un réel €, et renvoie la valeur de u, pour un entier n tel que u,—v, < €.
La fonction renvoie donc une approximation de la limite <y avec une précision €. En effet, lorsque
Up— vy, < €,0Na

0L yYy—up < Uup— vy K€

Ceci donne bien que |y — un| < €.
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