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Exercice 1. Dans chacun des cas suivants, déterminer un équivalent de la suite (u,) et en déduire la
nature de la série >  u,.
1
1. up = — , pour tout n > 2.
"Th=1 ht1P
2. Up=vVn+1—+n—1, pourtout n > 1.
5 2n° — In(n) S
. Up = ——————==, pour n .
TVt m -~
1
4. up, =sin ———, pour n € N.
! vn+1 P
1 1 (n+1)—(n—-1) 2 2
_ > 2, = = = y ~ —
1. Pour tout n 2onan_1 P =1+ 1) n2_1doncu pe

Comme la série de Riemann 3 % est convergente, on en déduit que la série 3 termes positifs 5 u,
n
converge.

2. Pourn>2,0ona

o () ()

2 1 2 1
n—1 njocoyonaun ~ \/EEH*]. ~ ﬁ

Par conséquent, comme

Comme la série > % diverge, la série a termes positifs > u, est divergente.

3. Comme Inn=o0(n?), onalnn—2n* ~ —2n°. Par ailleurs, on a 1+ n? ~ n, donc vV1+ n? =o(n®),
ce qui donne que n° — V1 + n2 ~ n°.

, -2 2 . , .
Finalement, u, ~ T: =0 Comme Z% diverge, la série a termes positifs > u, également.
4. Comme ! —+ 0, on asin L ! L
' Vn+1 notoo vn+1l n+1 /n

La comparaison avec la série a termes positifs divergente > % assure alors que Y u, diverge.

Exercice2.  Soit la suite (u,) ey définie par

e tn

=0, . = —-
ug =0 et VneN, upp CEE

1. Déterminer un équivalent de up.

2. En déduire la nature de la série de terme général u,,.

1. On remarque que pour tout n € N, on a u, > 0, donc 0 < upt1 < ﬁ Ainsi, pour tout n € N*, on a

1
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Comme & — 0, on obtient que u, — 0 par comparaison.
™ h—+oco n—+o00

Ceci entraine que e”“-t — 1, donc e“1 ~ 1. Ainsi,
n—+o00
Up—1

comme pour tout n € N*, u, = ,onau,~ —

n2 n2’
2. Comme la série de Riemann ) n% est convergente, on en déduit que la série a termes positifs > u, est
convergente également.

Exercice3. Le but de |'exercice est I'étude du comportement de la suite (u,)nen définie par :

up=20 et VneN, u,=+/n4+ u,_1.

1. Limite.
a. Montrer par récurrence que pour tout n € N, u, est bien défini et u, > +/n.
b. En déduire la limite de (up)nen lorsque n tend vers +oo.

2. Recherche d'un équivalent.

1+x

a. Montrer que pour tout x € R, Vx < >

) U
b. En déduire que pour tout n €N, u, < n+ 2—2.

Up—1
n2

c. Montrer que — 0, et en déduire que u, = o (n).
n——+oo

d. Montrer enfin que u, ~ +/n.

1. a. Montrons par récurrence que pour tout n, u, est bien défini, et u, > +/n.
— On a ug > 0, donc la propriété est vraie pour n = 0.

— Soit n € N. Supposons que u, est bien défini, et u, > +/n. Comme u, >0, n+ 1+ u, > 0,
donc upy1 est bien défini. Comme n+ 1+ u, > n+1,0na up1 =vn+1+u, >+vn+1
par croissance de la fonction x — /x. La propriété est donc vraie au rang n+ 1, ce qui clét
la récurrence.

b. On a+/n — +oo. Ainsi, par comparaison, I'inégalité de 1.a. donne u, —> +oo.
n—-+o00 n—-+o0

2. a. Soit x € R;. Montrons que v/x < %(1 + x), c'est-a-dire que 2¢/x <1+ x. On a
T+x—2Vx = VX =2/x+1 = (Vx—1)® > 0,
D'ol I'inégalité.
b. Montrons le résultat par récurrence sur n.

— Ona 0+ 3 = uo > wo, donc le résultat est vrai au rang 0.

— Soit n € N. On suppose que u, < n—+ ;’—2 Comme n+ 1+ u, € R4, la question précédente
donne uny1 = VN + 1+ us < 3(n+ 2+ up). Ainsi, tpy1 < 5 (2n+ 24 2) par hypothese de
récurrence. On a donc bien up11 < n+ 14 5%,

On a donc montré par récurrence sur n que pour tout n € N, u, < n+ ;’—2
c. Pour tout n € N*, on a up—1 < n— 1+ 52, donc

Up—1 n—1 i Up
n? 2n=1n2 nyi0o

0.
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Ainsi, on a bien u,—1 =0 (n2). Pour n € N*, on a

1
:Evn‘i‘unfl:

n—+o00

e = 0. Ainsi, u, = o(n).

f = VT = 1 2

d. Pour tout n € N*,
— 0 car 11 — 0. On en déduit que 22
n—-+o0 n—+o0

Un—1 _ Un-1n—1
Ona n — n=1 n

— 1, donc up ~ /n.
oo

vin n—+
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