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Exercice 1. À l’aide de l’inégalité de Taylor-Lagrange à l’ordre 1 appliquée à la fonction f : t 7→ 1√
t
,

trouver un nombre décimal qui approche 1√
101
avec une précision inférieure à 5.10−6.

La fonction f est de classe C∞ sur [100, 101], on peut donc lui appliquer l’inégalité de Taylor-Lagrange à l’ordre
1 au point 100. Ceci donne :

∣∣f (101)− (f (100) + f ′(100)(101− 100))∣∣ ⩽ M (101− 100)2
2!

,

où M est tel que |f (2)(t)| ⩽ M pour tout t ∈ [100, 101].
Pour t ∈ [100, 101], on a f ′(t) = − 1

2t3/2
, et f ′′(t) = 3

4t5/2
. Ainsi, |f ′′(t)| ⩽ 3

4.105
pour tout t ∈ [100, 101] par

décroissance de f ′′, et on peut choisir M = 3
4
10−5. On obtient alors∣∣∣∣ 1√101 −

(
1

10
− 1

2.103

)∣∣∣∣ ⩽ 3

4
10−5

1

2
, soit

∣∣∣∣ 1√101 − 0,0995
∣∣∣∣ ⩽ 3

8
.10−5 < 5.10−6.

L’approximation de 1√
101
par le nombre décimal 0,0995 est donc suffisante.

Exercice 2. Soient p, q > 0 tels que 1p +
1
q = 1.

1. En exploitant la concavité de x 7→ ln x , établir que pour tous u, v ∈ R+, on a

u
1
p v

1
q ⩽

u

p
+
v

q
.

2. Soient a1, . . . , an, b1, . . . , bn ∈ R+. On suppose que
n∑
k=1

apk ̸= 0 et
n∑
k=1

bqk ̸= 0.

En posant ui =
api
n∑
k=1

apk

et vi =
bqi
n∑
k=1

bqk

pour tout i ∈ J1, nK, montrer que

n∑
i=1

aibi ⩽

(
n∑
i=1

api

) 1
p
(
n∑
i=1

bqi

) 1
q

.

Cette inégalité porte le nom d’inégalité de Hölder.

1. On suppose d’abord que u, v ∈ R⋆+, alors comme 1p +
1
q
= 1, la concavité de la fonction ln donne que

ln

(
1

p
u +
1

q
v

)
⩾
1

p
ln u +

1

q
ln v.

En composant par exp qui est strictement croissante sur R, on obtient

1

p
u +
1

q
v ⩾ e

1
p ln u+

1
q ln v = e

ln

(
u
1
p v
1
q

)
= u

1
p v

1
q .

Par ailleurs, si u = 0 ou v = 0, alors u
1
p v

1
q = 0, et l’inégalité à démontrer est triviale.
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2. Pour tout i ∈ J1, nK, on obtient ui
1
p vi

1
q ⩽ ui

p
+ vi
q
en appliquant l’inégalité précédente à ui , vi . Ainsi,

n∑
i=1

ui
1
p vi

1
q ⩽

n∑
i=1

ui
p
+
vi
q

Par conséquent, on a
n∑
i=1

ai(
n∑
i=1

api

) 1
p

bi(
n∑
i=1

bqi

) 1
q

⩽
n∑
i=1

1

p

api
n∑
k=1

apk

+
1

q

bqi
n∑
k=1

bqk

=
1

p

n∑
i=1

api

n∑
k=1

apk

+
1

q

n∑
i=1

bqi

n∑
k=1

bqk

=
1

p
+
1

q
= 1.

On obtient l’inégalité de Hölder en multipliant l’inégalité ci-dessus par

(
n∑
i=1

api

) 1
p
(
n∑
i=1

bqi

) 1
q

.

Exercice 3. Deux joueurs A et B lancent à tour de rôle, en commençant par A, une pièce non équilibrée

telle que la probabilité d’obtenir Face vaut p ∈]0, 1[. Le premier qui obtient Face gagne le jeu, qui s’arrête
alors. On suppose l’expérience modélise par un espace probabilisé (Ω,A ,P).

1. On note Gn l’événement “le joueur A gagne à son n-ème lancer”, et pour tout k ∈ N, on introduit
les événements

Ak : “A obtient Face au k-ème lancer
′′, Bk : “B obtient Face au k-ème lancer

′′.

Ecrire Gn en fonction de certains événements Ak , Bk , et déterminer P(Gn).

2. On note G l’événement “A gagne”. Écrire G en fonction des événements Gn, et déterminer P(G).

3. Quelle est la probabilité que le jeu ne s’arrête pas ?

4. Y a-t-il une valeur de p qui assure que les deux joueurs aient la même probabilité de gagner ?

1. On note F An (resp. F
B
n ) l’événement “le joueur A (resp. B) obtient face au n-ième lancer”, et on note

An l’événement “le joueur A gagne au n-ième lancer”. On a

P(An) = P
(
F A1 ∩ FB1 ∩ . . . F An−1 ∩ FBn−1 ∩ F

A
n

)
= P

(
F A1

)
P
(
FB1

)
. . .P

(
F An−1

)
P
(
FBn−1

)
P
(
F An

)
= (1− p)2(n−1)p,

par indépendance des lancers.

2. On note A : “le joueur A gagne”. On a A =
⊔
n∈N⋆ An, donc

P(A) =
+∞∑
n=1

P(An) =
+∞∑
n=1

(1− p)2(n−1)p = p
+∞∑
n=0

(
(1− p)2

)n
.

Ainsi, P(A) = p 1

1− (1− p)2 =
p

2p − p2 =
1

2− p .

3. Soit C : “le jeu ne s’arrête pas”. L’événement C est réalisé si et seulement si les deux joueurs obtiennent
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Pile indéfiniment : C =
⋂
n∈N⋆ F

A
n ∩ FBn . Ainsi,

P(C) = lim
n→∞
P
(
n⋂
k=1

F Ak ∩ FBk

)
= lim

n→∞

n∏
k=1

P
(
F Ak ∩ FBk

)
.

Par conséquent, P(C) = lim
n→+∞

(
(1− p)2

)n
= 0.

4. Pour que les deux joueurs aient la même probabilité de gagner, il faudrait avoir P(A) = P(A), or

P(A) = P(A) ⇔ 1

2− p = 1−
1

2− p ⇔ 1 = 2− p − 1 ⇔ p = 0.

Comme p ∈]0, 1[, on en déduit qu’il n’existe pas de telle valeur de p.
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