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Exercicel. A l'aide de I'inégalité de Taylor-Lagrange a I'ordre 1 appliquée a la fonction f : t

trouver un nombre décimal qui approche ﬁ avec une précision inférieure 3 5.107°.

La fonction f est de classe C* sur [100, 101], on peut donc lui appliquer I'inégalité de Taylor-Lagrange a I'ordre
1 au point 100. Ceci donne :
(101 — 100)?

|f(101) — (£(100) + £'(100)(101 — 100))| < M o

ot M est tel que |F®(t)| < M pour tout t € [100, 101].
Pour t € [100,101], on a f'(t) = =535, et (t) = 2. Ainsi, |"(t)| < 73 pour tout t € [100, 101] par
décroissance de f”, et on peut choisir M = 2107°. On obtient alors

1 1 1 3. .1 . 1
— (=——_)| < 210752, t  |—=— — 00095 <
‘\/101 <10 2.103)' R S ‘«Tol 99 ’

L'approximation de ﬁ par le nombre décimal 0,0995 est donc suffisante.

107° < 5.107°.

ol w

Exercice2. Soient p, g > 0 tels que % + % =1.

1. En exploitant la concavité de x +— In x, établir que pour tous u, v € R4, on a

n n
2. Soient a1, ...,an, b1,..., by, € Ry. On suppose que Y ap #0et Y bl #0.
k=1 k=1
P q
En posant uj = —— et v; = nb' pour tout i € [1, n]l, montrer que
a by
1 k=1

M:

k

n n % n %
i=1 i=1 i=1

Cette inégalité porte le nom d'inégalité de Hélder.

1. On suppose d'abord que u, v € R’ alors comme % + % =1, la concavité de la fonction In donne que
1 1 1 1
In (7u+7v> > —Inu+—Inv.
p q p q
En composant par exp qui est strictement croissante sur R, on obtient
11
%u+lv 2 e%\nu-%—%lnv _ em(upvq) = U%V%-

. . 11 P a8
Par ailleurs, si u =0 ou v =0, alors upva =0, et I'inégalité a démontrer est triviale.
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2. Pour tout i € [1, n], on obtient u;jpv;7 < > T ';’ en appliquant I'inégalité précédente a u;, vi. Ainsi,

n n ) ’
Zu,% VERS §2ﬂ+ﬁ
i=1 g q
Par conséquent, on a

a; b; 1 a 1 b

Z I 1 : 1 < 5 nl +E nl

i=1 2 a =il ap bq
- P z q
a b

1,-221’ 11221’ 1 1
T b, A pa T

) OE A oY
k=1 k=1

1 1
n P n q
On obtient I'inégalité de Holder en multipliant I'inégalité ci-dessus par (Z ap> (Z bq> .

Exercice3. Deux joueurs A et B lancent a tour de réle, en commencant par A, une piece non équilibrée
telle que la probabilité d'obtenir Face vaut p €]0, 1[. Le premier qui obtient Face gagne le jeu, qui s'arréte
alors. On suppose I'expérience modélise par un espace probabilisé (2, o7, P).

1. On note G, I'événement “le joueur A gagne a son n-éme lancer”, et pour tout k € N, on introduit
les événements

Ak : “A obtient Face au k-eme lancer”, By : “B obtient Face au k-&me lancer”.

Ecrire G, en fonction de certains événements Ay, By, et déterminer P(G,).
2. On note G I'événement “A gagne”. Ecrire G en fonction des événements G,, et déterminer P(G).
3. Quelle est la probabilité que le jeu ne s'arréte pas?

4. Y a-t-il une valeur de p qui assure que les deux joueurs aient la méme probabilité de gagner?

1. On note F7 (resp. F2) I'événement “le joueur A (resp. B) obtient face au n-ieme lancer”, et on note
An I'événement “le joueur A gagne au n-ieme lancer”. On a

P(A) = P(Ffﬂ?ﬁﬁ...ﬁﬂ%ﬂfﬁ)
= p(F)p(Fe). . p(FR)p(FE) p(F)
= (1-p*"p,

par indépendance des lancers.

2. On note A : “le joueur A gagne”. On a A= | oy An, donc

P(A) = Y P(A) = > (1-p*"Vp = pY (1-p))"
1 P 1

A|nS|,]P>(A):p17(1ip)2:2p7p2:27p.

3. Soit C : “le jeu ne s'arréte pas”. L'événement C est réalisé si et seulement si les deux joueurs obtiennent
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Pile indéfiniment : C = ), F2 N FE. Ainsi,

7©) = e ((VFn7F) = m ITe (FEnFe).

k=1

Par conséquent, P(C) = lim ((1—p)?)"=0.
n—-+oo

4. Pour que les deux joueurs aient la méme probabilité de gagner, il faudrait avoir P(A) = P(A), or

1

1

P(A) =P(A) & 2_p=1

72—p

Comme p €]0, 1], on en déduit qu'il n’existe pas de telle valeur de p.

& 1=2—-—p—-1 & p=0.
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