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Exercice1l. Dans R® on pose F = {(x,y,z) €R3, x+y —z=0}et G=Vect(1,1,1).
1. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de R3.
2. Déterminer p(u), ol p est le projecteur sur F parallelement a G, et u = (2,2, 3).

3. Déterminer g(u), ou q est le projecteur sur G parallelement a F, et v = (1, —2,0).

1. Ona F={(x,y,x+Vy), x,y € R} =Vect(1,0,1), (0,1,1). Par ailleurs,
rg((1,0,1), (0,1,1), (1,1,1)) = rg((1,0,1), (0,1,1), (0,0, —1)) = 3,

donc la famille ((1,0,1), (0,1,1), (1,1,1)) est une base de R®. D'apres ce qui précede, F et G sont des
sev supplémentaires de R3.

2. Commengons par écrire la décomposition de v = (2,2, 3) sous la forme u = ur + uc avec ur € F
et us € G : on remarque que u = (1,1,2) + (1,1,1). Comme (1,1,2) € F et (1,1,1) € G, on a
ur=1(1,1,2), et ug =(1,1,1).

On peut aussi chercher a, b, c € R telsqueu = a(1,0,1)+b(0,1,1)+c(1,1,1) = (a+c, b+c, a+b+c)
en résolvant un systéme.
Ainsi, p(u) = ur = (1,1, 2).

3. Onremarque quev = (1,—-2,0) = (-1, -1,-1)+(2,—-1,1),donc vp, = (2, -1, —1) et vg = —(1,1,1).
Par conséquent, on a q(v) = vg = —(1,1,1).

Comme ci-dessus, on peut trouver la décomposition de v en résolvant un systeme.

Exercice2.  Soit I'endomorphisme ¢ € Z(R,[x]) défini par ¢ : P — P+ P'.
1. Déterminer la matrice A de ¢ dans la base canonique de Rj[x].
2. Montrer que ¢ est un automorphisme de Rs[x]. Calculer A7L.

3. En déduire I'unique polyndéme P € Rs[x] tel que P(x) + P'(x) = x> + x + 1.

1. Comme (1) =1, o(x) = x + 1 et p(x?) = x> + 2x, on en déduit

0
2], ot B=(1xx°).
1

O~

1
A = Matg(f) = [0
0

2. La matrice A est triangulaire et ses coefficients diagonaux sont tous non nuls, donc elle est inversible.
On en déduit que ¢ est un automorphisme de Ry[x].

On détermine A™* en fixant (a, b, c) € R3, et en résolvant le systeme

X a X+y=a x=a—b+2c
Alyl=1|b]. ie y+2z=b , ie. y=b-2c
z c z=cC z=cC
a 1 -1 2 X 1 -1 2
Ainsi, [b| =10 1 —2||[y]|, cequidonneA™={0 1 -2
c 0 0 1 z 0 O 1
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3. On cherche P = a + bx + cx*> € Ry[x] tel que o(P) = x*> + x + 1. Or on sait

a 1 a 1 2
o(P)=x"+x+1 e Alb|=[1] & [b]|=A"[1]=|-1
c 1 c 1 1

Ainsi, le seul polyndme qui est solution de I'équation est P(x) = X2 — x4 2.

Exercice3. Soit ¢ un endomorphisme non nul de R3 tel que ¢? = @ o = 0.
1. a. Montrer que Im C ker .
b. En déduire que dim(Im ) = 1 et dim(ker @) = 2.
2. a. Justifier qu'il existe un vecteur u de R® tel que ¢(u) # Ogs. On note v = p(u).

b. Justifier qu'il existe un vecteur w tel que (v, w) soit une base de ker ¢. Montrer que la famille
(v, w, u) est une base de R3. Quelle est la matrice de ¢ dans cette base ?

1. a. Soit v € Ime, on sait donc qu'il existe u € R tel que v = (u). Par conséquent, on a p(v) =
0(p(u)) = p?(u) = Ogs. On a donc v € ker, et Im @ C ker .
b. Comme ¢ n'est pas |'application nulle, on a ker ¢ # R3, donc dimker ¢ < 2.
Supposons qu'on ait dimkero < 1. On a alors dimime < dimkerp < 1 d'aprés la question
précédente. Ainsi, dimIm ¢ + dimkerp < 2, ce qui est impossible car dimIm ¢ + dimkerp = 3
d'aprées le théoreme du rang.

On en déduit donc que dimker ¢ = 2, et donc dimIm ¢ = 1, d'apres le théoreme du rang.
2. a. Comme ¢ n'est pas I'application nulle, il existe u € R® tel que @(u) # Ogs.

b. Onav e lImy, donc v € ker. Du fait que v # Ogs et dimker ¢ = 2, on peut compléter la famille
(v) en une base (v, w) de ker .

Montrons que la famille (v, w, u) est libre : on suppose que av + bw + cu = Ogs, cherchons a
montrer que a = b= ¢ = 0. En composant I'égalité précédente par ¢, on obtient par linéarité que
cp(u) = Ogs. Ainsi, comme ©(u) # Ogs, on a ¢ = 0.

On a alors av+ bw = Ogs, donc a = b = 0, car (v, w) est une famille libre. Ceci achéeve de montrer
que (v, w, u) est libre. Comme la famille (v, w, u) est de bon cardinal, c'est une base de R>.

On note B = (v, w, u). Comme on a ¢(v) = @(w) = Ogs, et (u) = v, on obtient

Vv u

1
o>.
0

oo o=

v /0
Mats(p) = w (0
u \O
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