ECG1 2024-2025

DS 2

Cours

1. Donner la définition de la fonction valeur absolue, et rappeler les deux inégalités triangulaires du
cours.

2. Soit f une fonction réelle définie sur R.

a. Traduire “f est croissante” par une proposition avec des quantificateurs.

b. Ecrire la négation de la proposition 3z € R, f(z) > 0.

c. Ecrire la négation de la proposition Vo € R, Yy € R, (f(z) = f(y) = = = y).
3. Ecrire la contraposée de I'implication (n? est pair = n est pair).

4. Soient g : x — /o — 1 et f: x> e®. Expliciter les fonctions go f et f o g et préciser pour chacune
d’elles le domaine de définition.

5. Pour chacune des propositions ci-dessous, dire si elle est vraie ou fausse, et justifier rigoureusement.
a. Vz € R, V922 4+ 62 +1 =3z + 1.
b. xR, Va €N, Vb e N, az? + bz = 0.

¢. Si une fonction f, définie sur R, n’est pas paire, alors : Vo € R, f(x) # f(—=x).

ix >
1. La fonction valeur absolue est définie sur R par x { * SI.x >0,
—x  sinon.
Inégalités triangulaires : si z,y € R, alors |z + y| < |z| + |y, et |y — x| = ||y| — |=||.
2. a Y(z,y) eR} z<y= fz) < fy)
b. Yz eR, f(z)<0”.
¢ “IweR, ER, (f(z) =) etz £y
3. “n est impair = n? est impair”.
4. La fonction go f : z — /e® — 1 est définie sur {z € R, e —1 > 0} = R,.
La fonction fog: x> eV*™! est définie sur [1, +o0].

5. a. Clest faur: si on pose x = —1, 0on a 3z + 1= —2 < 0, donc on n’a pas 922 + 6z + 1 = 3z + 1.
On a montré que la négation de la proposition (c’est-a-dire 3z € R, v/922 + 6z + 1 # 3z + 1)
est vraie, donc la proposition est fausse.

b. C’est vrai : Si on pose x = 0, alors pour tous a,b € N, on a az? + bz = 0. Ceci montre la
proposition.

c. Clest faur. La négation de Vz € R, f(z) = f(—=z) est 3z € R, f(z) # f(—=z). Pour contre-
exemple, on peut choisir la fonction f : x — x qui n’est pas paire. Si on pose x = 0, alors on a
f(z) = f(—z) = 0. On a donc montré qu’il existait une fonction f : R — R qui n’est pas paire
et € R tel que que f(x) = f(—z), ce qui est la négation de la proposition de I’énoncé.

Exercice 1 - équations et inéquations

Les questions 1 et 2 sont indépendantes.
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1. a. Résoudre I'inéquation suivante, d’inconnue réelle y :

> —3y—4 > 0.
b. En déduire les solutions de I'inéquation suivante, d’inconnue réelle x :

e’ —4e™" > 3.

2. Résoudre ’équation suivante :

r—2 = V2r—1.

On pourra procéder par analyse-synthese.

1. o L’néquation est valide pour tout réel. Le polynéme 3? — 3y — 4 a deux racines réelles : —1 et 4.
Par conséquent, on a

¥’ —3y—4>0 & y€]—oo0,—1] U4, +ool.
b. L’inéquation est valide pour tout réel. Comme e* > 0 pour tout = € R, on a
e —4e P23 (€92 —423" o (€")° 3" —4>0.
D’apres la question précédente,
" —4e7" 23 & e"€]—o00,—1]U[4, 400l
Comme e” > 0 pour tout t € R,onae® —4e >3 & e >4 & z > 1n(4), en utilisant la
stricte croissance de la fonction In sur R% . L’ensemble des solutions est donc [In 4, 4+o0|.
2. Siz € R, on a2z —1 < 0 si et seulement si z > %, donc I'équation est valide sur [%7 +o00 [

On raisonne par analyse synthese.

* Analyse. Soit = € R tel que z = v/2z — 1+ 2, ce qui se récrit  — 2 = /22 — 1. Donc, en élevant
au carré, on a (z — 2)® = 2z — 1, ce qui se récrit x> — 6z + 5 = 0.
Comme le polynéme z? — 6z + 5 a pour racines 1 et 5, on en déduit que les valeurs possibles
pour x sont 1 et 5.
* Synthése. On examine les deux candidats trouvés au terme de ’analyse.
— Pour z =1, on obtient v/2 X1 —142 =3 # 1 donc 1 n’est pas solution.
— Pour z = 5, on obtient v/2 X 5 — 1+ 2 =5 donc 5 est solution.

Finalement, I’équation admet une unique solution, qui est 5.

N.B. : on aurait pu raisonner différemment, en résolvant séparément l’équation sur [2,+oo[ et sur
] — 00,2

Exercice 2 — Raisonnements
Les questions 1 et 2 sont indépendantes.

1. Montrer par récurrence que pour tout entier n > 2,

Ix2 4+ ...+ (n—1)xn = w

2. Soient xg, 21, ...,y des réels dans [0, 1] tels que 0 < 29 < 1 < ... < 2, < 1. On veut montrer la
proposition suivante :
P HiE{l,...,n}, T — Ti—1 <

S|
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a. Ecrire la négation de P.
b. Calculer la somme (21 — o) + (2 —x1) + (23 —22) + ... + (T — Tp—1)-

c. A laide des questions précédentes, montrer par I’absurde que P est vraie.

1. Pour tout n € N, notons P(n) la proposition : 1 x 24+ ...+ nx (n—1) = %

récurrence que P(n) est vraie pour tout n € N.

. Montrons par

* Initialisation. On a w =2=1x 2, donc P(2) est vraie.

* Hérédité. Soit n € N tel que n > 2. On suppose que P(n) est vraie, et on cherche & montrer
P(n+ 1), c’est-a-dire que
(n+1)n(n+2)

Ix2+4... +n(ntl) = S et

On a
n(n—1)(n+1)
3

1x24+--+(n—1)n+n(n+1) +n(n+1),

d’apres I'hypothese de récurrence. Ainsi,

1x2+4...+n(n+1) = n(n+1) ("glﬂ) n(n+1)(n+2)

3 b
donc P(n + 1) est vraie.
On a donc bien montré que pour tout n >2,onalx2+4+---+(n—1)n = M

2. a. Négationde P :Vie{l,...,n}, z; —xi—1 > %

b. On a
(21— 20) + (37— 1) + (36 = 29) + ... + (¥n = Zo=1) = T — W0,
c¢. On raisonne par I'absurde : on suppose que P est fausse, donc Vi € {1,...,n}, z; — zi—1 > %
est vraie. Autrement dit 1 — g > %, To — X1 > %7 iy Ty — Tp—1 > % Ainsi,
Tn —xo = (1 —20)+ (x2 —x1) + (3 —22) +...+ (Tn — Tn-1)
1 1 1 1
> —4+—4+...+— =nx— = 1.
n o n n n
— —
n termes

Or comme 0 < 2o < z, < 1, 0n a z, — xo < 1, et il y a contradiction. Nous avons donc bien
montré que P est vraie.

Exercice 3 — Etude d’une fonction

Dans cet exercice, nous nous proposons d’étudier la fonction
I A e

1. Justifier que f est bien définie sur R.

2. Montrer que f est impaire sur R.

3. Justifier que f est dérivable sur R, et calculer sa dérivée. En déduire que f est strictement croissante
sur R.

4. Calculer la limite de f(z) lorsque x tend vers 400, et en déduire sa limite lorsque x tend vers —oo.
5. Calculer f/(0) et tracer l'allure de la courbe de f.
6. Justifier que f est bijective de R sur | —1,1].
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7. On fixe y €] — 1, 1[. Résoudre 'équation f(z) =y, d’inconnue z dans R.
1ty
l—y

9. Tracer ’allure de la courbe de g sur le méme graphique que celui de la question 5.

1
8. Justifier que g : y — 3 In ( ), définie sur | — 1, 1], est la réciproque de la fonction f.

1. Pour tout z € R, on a e® > 0 et e > 0, donc e® + e~ ® # 0. Par conséquent, f(x) = % existe.
Ainsi, f est bien définie sur R.

2. Soit z € R, on a

e —e” e —e

a

= —f(@).

f(==z) =
Ainsi, la fonction f est impaire.

3. La fonction f est dérivable comme quotient bien défini de fonctions dérivables. Pour tout x € R, on a

, B (em + efz)(ez + efz) _ (ez _ efz)(ez _ efa:) B e2z + 24+ 6721 _ (eZI — 2+ 6721)
fz) = (e* +e—2)2 - (e +e—=)2
_ 4
- (ez +efz)2'

Ainsi, f’ est strictement positive sur R, ce qui implique que f est strictement croissante.
4. Pour tout z € R, on a

e’ —e " e“(1—e 2%) 1—e 2

f(.T) = e + e T = ez(l+ef2z) = 1_&_6721.

Comme lim e 2% =0, on en déduit que lim f(z)=1.
x—+400 x—+00
Par imparité, on en déduit alors que lim f(z) = —1.
T——00

5. On a f'(0) = 1. On déduit des questions précédentes l'allure de la courbe de f :

It ;
py Cy

7

—1-4

6. Comme on l’a vu, la fonction f est strictement croissante sur R. Elle est par ailleurs continue comme
quotient de fonctions continues, donc le théoréme de la bijection assure qu’elle définit une bijection
de R sur son ensemble image f(RR), qui est l'intervalle | — 1, 1], d’aprés ce qui précede.

7. SizeR,ona
f@)=y & e —e"=ye"+e ") & (1-ye"'=1+ye” & " =-"—"=,

car y # 1. Ainsi, en composant par In qui est strictement croissante sur R’ , on obtient que

1+y

flz)=y & 22::1n1 1ty

1—y’

= m*lln
T2

1+y

Il y a donc une unique solution a ’équation, donnée par = = % In

[un
<
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8. Soit y €] — 1, 1[. D’apres ce qui précede, on a
1. 1+y -1 -1 1. 1+y 1. 1+y

=f(zm=—"< d = ")) =

y f<2 nlfy), one fw)=f (F(gngy)) =5 s

donc on a bien f7! =g.

N.B. On pouvait aussi bien str redémontrer que f(g(y)) =y pour tout y €] — 1, 1].

9. On sait que la courbe de f~' est la courbe symétrique & Cj Ci—1
par rapport a la droite d’équation y = z. On obtient le graphe 2
suivant. // C;

Exercice 4 — Une suite homographique

On considére, lorsqu’elle est bien définie, la suite numérique (u,)nen définie par son premier terme
ug € R, et la relation de récurrence :

6 + un,

2+ u,

Vn € N, Up+1 =

On supposera dans tout l'exercice que la suite (uy,)nen est bien définie, c’est-a-dire que pour tout n € N,
Uy # —2.
1. a. Résoudre dans R\ {—2} I’équation
6+z
24z

b. En déduire que si (uy)nen est constante, alors (uy,)nen est la suite constante égale & —3, ou
la suite constante égale a 2.

2. Montrer que si ug # 2, alors pour tout n € N, u,, # 2.
Dans toute la suite, on suppose que ug # 2, et on pose, pour tout n € N,

Up + 3
Uy = .

Uy — 2

3. Montrer que la suite (v, )nen est géométrique de raison —4.
4. En déduire I'expression de v,, en fonction de ug et n pour tout n € N, puis celle de u,,.

5. Montrer que la suite (uy,)nen converge et préciser sa limite.

1.  a. L’équation a pour domaine de validité D =R\ {-2}. Siz € D, on a

6+ x

= = 2 2 — = .
Gy z & 6+z =224+2) & z+z—-6 =0

Or le polynéme z? 4+ = — 6 a pour racines 2 et —3, qui appartiennent bien & D. L’équation a
donc pour solutions 2 et —3.
b. Supposons que (un)nen est constante. Soit n € N. Comme la suite est constante, on a tn+1 = Unp.

Autrement dit, on a
6+ un

24+ Uy

Un =

5/7




ECG1 2024-2025

Par conséquent, u, est solution de ’équation de la question précédente. Nous savons donc que
soit u, = 2, soit u, = —3.
Comme la suite est constante, tous ses termes sont égaux. D’apres ce qui précede, soit ils sont
tous égaux a 2, soit ils sont tous égaux a —3, ce qui conclut.
2. Nous allons raisonner par récurrence. Pour tout n € N, posons P(n) : “up # 27.

— Initialisation. Comme on a supposé ug # 2, la proposition P(0) est vraie.

— Hérédité. Soit n € N. Supposons P(n), et montrons P(n + 1). Raisonnons par 1’absurde et
supposons que P(n + 1) est fausse, c’est-a-dire que un4+1 = 2. On a alors

6+ un

. = 2, clest-a-dire 64+ u, = 2(2+uy), donc wu, =2.

Il y a contradiction avec P(n), donc on a bien montré que P(n + 1) est vraie.

3. Soitn € N. On a

64wy,
oo U143 _ SEEH3 64ua+3Q+un) _ dunt12 _un+3
T w2 T T2 T 6t un—2Q@+un) —un+2 Un — 2 ™
On a finalement bien montée que (vn)nen est géométrique de raison —4.
4. Pour tout n € N, on a

n n U0 + 3
n = (—4 = (—4 .
v = (4w = (—4)" DX

Comme pour tout n € N, on a vp(un —2) = upn+3, on déduit que up (v, —1) = 20, +3. On remarque

que v, — 1 # 0 : sinon on aurait u, + 3 = u, — 2, ce qui est impossible. Finalement,

S 20-4)" 543 2(—4)™ (uo + 3) + 3(uo — 2)
T wa—1 (cayrmE 1 T (4" (uo+3) — (w0 —2)

ug—2

5. Pour tout n € N, on obtient en divisant le numérateur et le dénominateur par (—4)" dans la fraction

précédente que
2(uo + 3) + ﬁ (uo — 2)

u0+3*ﬁ(lb072)

. n| _ . 3 _ . 1 _ . .
Comme nkr}rloo |(=4)"| = 400, on a HETOO == =0et nglfoo == = 0. Ainsi,
lim w, = M - 92
n—+oo uo + 3

Exercice 5 — Une inégalité

1
1. Montrer que pour tout x € R%, x + pu > 2.

2. En déduire que si a,b € R}, alors

a

(a+Db) (H;) >4

3. Dans cette question, nous allons généraliser le résultat de la derniere question. Montrer que pour
tout n € N*, si ay,...,a, € RY, alors

1 1 )
(a1 4...+ap) | —+...+— ] = n°
aq Qp,

On pourra procéder par récurrence sur n.
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1. Pour tout z € R%, on a

2 _ _ 12
Jer172::r—|—1 22::(30 1) > 0.
x 4 2

On pouwvait aussi étudier la fonction f : x +— er% sur R, et en déduire que f admet 2 pour minimum
global sur R%..

2. Soient a,b € R%, on a

1 1 b a a
(a+b)(a+g> = 1+E+3+1 = 2+f(g)7

ou f est la fonction introduite & la question précédente. D’apres 1., on a alors (a + b) (l + %) > 4.

a

3. Pour tout n € N*, on note P(n) : “si a1,...,an € R}, alors (a1 + ...+ an) (i + ...+ i) > n?”.

ayl an
Montrons que P(n) est vraie pour tout n € N*.
— Initialisation. Sia; € RY, on a a; a—ll =1, donc P(1) est vraie.
— Hérédité. Soit n € N*. Supposons que P(n) est vraie, et montrons que P(n+ 1) est vraie. Soient
A1,y...,0n+1 € R:_.

En développant (a1 + ...+ ant1) (i + ...+ ), on peut le récrire

1
An41

+1

1 1 1 1
(a1 +...4+an) (—+...+—>+an+1 <—+...+—>+(a1+...+an)
a an ai a

1 n

n+1

Ainsi,

1 1 (7% a Qn Qn
(a1+...+an+1)(—+...+ ) > piy2i g — 4 mh g +1
ai An+1 ai An+1 Qn An+1

— n2+f<a1)+...+f(a”>+1
An+1 An+1
> nP4om+1 = (n+1)2.

D’olt P(n + 1) est vraie, ce qui conclut.
On a donc montré par récurrence que pour tout n € N*, P(n) est vraie.
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