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Exercice 1 — Questions indépendantes

1.
2.

3.

Déterminer la limite de la suite (uy)nen, ot u, = v/2n + 1 — 1/2n — 1 pour tout n € N.

Résoudre le systeme linéaire suivant

r+y+22=3
r+2y+z=1 (S)
2r4+y+2=0

Soit une suite (uy)nen qui vérifie

ug = 2, Uy = 6,
Vn € N, upto = 6upt1 — 8uy,

Déterminer le terme général de (up)nen-

1. Pour n € N, on a

w Von+1—-vV2n—-1)V2n+1++v2n—-1)  2n+1—-(2n—-1) 2
" Von+1++2n—1 VI 14+vV2n—1 V2142 —1
Par conséquent, comme /2n + 1 4+ /2n — 1 —+> +00, on a U, —+> 0.
n—4oo n—r—+00
2. On a
r 4y +2z = 3 z +y +2z = 3
(S) & Yy —z = =2 ILyeLy-L; & y —z = =2
—y —32 = —6 Lsg«L3—2L; —4z = —8 L3g+Ls+L

On en déduit que le systéme a une unique solution, donnée par le triplet (—1,0,2).

3. La suite (up), vérifie est récurrente linéaire d’ordre 2, & coefficients constants. On commence alors
par résoudre I’équation caractéristique associée :

P —6r+8=0

qui a deux solutions : 71 = 2 et ro = 4. Ainsi, le terme général de la suite est de la forme u,, = A2"+p2™,
ou A, u € R. Comme up =2 et u; = 6, on a alors

Adp=2 ie A=1
A+4pu=6 7 | p=1

Finalement, on a montré que pour tout n € N, u, = 2" + 4™.

Exercice 2 — Etude d’une suite récurrente (d’aprés EMLyon E 2009)

On note f : R — R P'application définie, pour tout z € R, par :

T

fla)=1 &1

1 sixz=0.

six #0,
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Partie | : Etude d’une fonction

1.  a. Montrer que f est continue en 0.
b. Justifier que f est dérivable sur R*, et donner I’expression de f’ sur R*.

2. a. Etudier les variations sur R de la fonction

urx— (1—x)e” —1

b. En déduire que pour tout x € R*, f'(z) < 0.
c. Déterminer les limites de f en —oo et en 4+00. Dresser le tableau des variations de f.
3. Montrer que f admet un unique point fixe a (c’est-a-dire que f(a) = @), que 'on calculera.

4. a. Montrer que pour tout x € [0, +oo[, €** —2ze® —1 > 0.

On pourra par exemple étudier la fonction x +— €** — 2ze® — 1 sur [0, +0o|.

b. Exprimer f'(x) + % pour tout x €]0, +o0]. A Taide de la question précédente, en déduire que

Vz €]0,+oo[, —= < f'(z) < 0.

DO |

c. Montrer que pour tout z €]0,+o0o[, |f(z)—al< 3|z —al.

On pourra utiliser l'inégalité des accroissements finis : si g est dérivable sur un in-
tervalle I et |g'(x)| < K pour tout x € I, alors pour tous a,b € I,

9(b) — g(a)| < K[b—al
Partie Il : Etude d’une suite récurrente associée a la fonction f

On considere la suite (uy), oy, définie par ug = 1 et, pour tout n € N, up 11 = f (uy).
5. Montrer que pour tout n € N,

1
[unt1 — o < B un — af.

6. Montrer que pour tout n € N,
1
iy, — ] < Q—n\l—a|,
et en déduire que la suite (uy ),y converge vers a.

7. Compléter la fonction PYTHON £ (x) ci-dessous qui prend en entrée un réel z et renvoie f(z), puis
compléter le script qui suit pour afficher le plus petit entier n tel que |u, — a| < 1078.

import numpy as np
def f(x):
if
return ...
else:
15€ UL TAN

u=0
n=0
while ...

n=...
print(...)
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x

1.  a. On sait que €

— 1, donc f(z) = _r 1, donc la fonction f est continue en 0.
z—0 et —1 z—0

Rappel : il s’agit d’une limite usuelle du cours, qu’on peut retrouver en utilisant la dérivabilité

en 0 de la fonction exp : e;:go = emx_l — exp’(0) = e = 1.
T—TQ
b. La fonction f est de classe dérivable sur | — co,0[ et ]0,+oco[ comme quotient de fonctions

dérivables sur ces intervalles, dont le dénominateur ne s’annule pas. Par ailleurs, si z € R*, alors

e’ —1—zxe” 1—z)e® -1
f/(x) = T 2 = ( @ ) 2 :
(ez—1) (e —1)
2. a. La fonction u est dérivable sur R comme produit de fonctions dérivables, et pour tout x € R,
w(zr) = " +(1—2)e" = —ze”.

Comme e® > 0 pour tout x € R, on en déduit que u'(z) est du signe de —z, ce qui donne
finalement que u’(z) > 0 pour tout z € R*, et v/(z) < 0 pour tout z € R%. Finalement, la
fonction w est strictement croissante sur R_ et strictement décroissante sur R .

Par conséquent, la fonction u est maximale en 0 : pour tout z € R, u(z) < u(0) = 0. On a méme
u(z) < 0 sur R* par stricte croissance sur R_ et stricte décroissance sur Ry

b. On constate que pour tout © € R, f'(x) est du signe de u(z). Comme on a vu & la question
précédente que u est strictement négative sur R*, f'(x) < 0 pour tout = € R*.

c. Calcul des limites :

— On a |
Fa) = B T _ =z

er—1 er(l-X) e 1-L°

T . .
Comme — — 0 par croissance comparée, on a f(r) — 0.

et r—+4oco T — 400
. . x
— Onae®”—1 — —1, ce qui entraine que f(x) = — +o0.
T——00 e —1 z——oc0

Par ailleurs, comme f’(x) < 0 pour tout x € R*, on sait que f est strictement décroissante sur
R, d’ou le tableau de variations suivant.

a8 —00 —+00

f(z) —,

d. On a " ”
S s = T Lz = Tt+zxe —x _ _xe N

et —1 e” — 1 e —1 z—-

Comme f(z) — (—z) — 0, on sait que la droite d’équation = — —z est asymptote oblique a
Tr—r— 00
la courbe de f en —co.

e. On obtient ’allure suivante :

=1 & —-1=1 & =2 & z=Ih2.

et —1 et —1
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4.  a. On consideére la fonction ¢ : z — €2® —2ze® — 1, qui est dérivable sur Ry comme somme de telles
fonctions. On a par ailleurs, pour tout z € R4,

g (x) = 2e* — 2" — 2we” = 2“(e” —x —1).
On a par ailleurs € — x — 1 > 0 pour tout z € R;. On peut voir ceci en dérivant la fonction
h:z—e" —xz—1

En effet, on a h'(z) = e® — 1 > 0 pour tout € Ry. Par conséquent, h est croissante sur R, et
h(z) > h(0) = 0 pour tout = € Ry.
On pouvait aussi montrer ce dernier point en utilisant linégalité des accroissements finis ap-
pliquée a la fonction t — e* sur Uintervalle [0, x].
Ainsi, on a montré que g'(x) > 0 pour tout z € R, donc g est croissante sur R, ce qui entraine
que g(z) = g(0) = 0 pour tout = € R.

b. Pour tout x €]0, +oo], on a

, 1 1-xz)e"—1 1 2(1 — x)e” — 24 (¥ — 1)?
Ff@+3 = e T3 = 2o — 12
_ 2" —2pe" —246* —26"+1
B 2(er — 1)2
. e?® — 2ze® — 1
N 2(e* —1)2 7

% est du signe de e** — 2ze® — 1. D’apres la question précédente, on a alors
fl(x)+ % > 0. Par ailleurs, on a vu a la question 2.b. que f’(z) < 0, ce qui donne finalement que
—% < f(z) <O.
c. La fonction f est dérivable sur |0, +oo[, et d’apres la question précédente, |f'(t)| < % pour tout
t €]0, 400[. Ainsi, d’apres 'inégalité des accroissements finis, comme « €]0, +oo[, on a pour tout
z €]0, 400,

@) ol = If@) - f@)] < 3lz-al
5. Il suffit de montrer que pour tout n € N, on a u,, €]0,+o0[, de sorte qu’on peut appliquer la question
précédente. Nous montrons ce point par une rapide récurrence :
— up = 1, donc la propriété est vraie pour n = 0,
— soit n € N, si u, > 0, alors un+1 = f(un) > 0 car f est strictement positive sur ]0, +-o00].
On a donc bien u, > 0 pour tout n € N, et la question précédente donne alors que pour tout n € N,
1

funs1 =l = |f(un) = al < 5 lun—al

6. Montrons par récurrence que la propriété P(n) : “lun — a| < 5|1 — a|” est vraie pour tout n € N.

— Comme ug = 1, on a |ug — a| = |1 — «| donc P(0) est vérifiée.
— Soit n € N. On suppose que P(n) est vérifiée, on a alors d’apres la question précédente
1 1 1 1
lunt1 —af < §|un—a| < 5'271|1_a| = W|1_a|-

Ceci clét la récurrence, on a donc bien montré que pour tout n € N, |un — o < 57 [1 — al.

7. import numpy as np

def f(x):
if x==0:
return 1
else:

return x/(np.exp(x)-1)
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u=0

n=0

while abs(u-np.log(2))>10%*(-8):
u=f (u)
n=n+1

print(n)

Exercice 3 — Premier succés avec un nombre fini d’essais

La connexion & un serveur a une probabilité p €]0,1[ de succes. On s’intéresse a une procédure qui
consiste & faire au plus n tentatives indépendantes de connexion, ol n est un entier supérieur ou égal a
2, et s’arréter en cas de succes. En d’autres termes, on s’arréte dans 'une des deux situations suivantes :

— soit la connexion a été réussie,
— soit la connexion a échoué n fois.

On suppose que 'expérience est modélisée par un espace probabilisé (2, P(2),P).
On note T,, la variable aléatoire correspondant au nombre de tentatives effectuées.

1. Justifier que ’ensemble T,,(Q2) des valeurs que peut prendre T, est [1,n].

2. En introduisant les événements C; : “la connexion réussit a la i®™° tentative”, pour i € [1,n],
Montrer que si k € [1,n — 1],
P(T, =k) = (1-p)*'p.

3. Toujours en ayant recours aux événements C;, montrer que P(T,, =n) = (1 —p

n
4. Vérifier que ZIP’ (T, =k)=1.
k=1

5. Montrer que pour tout z €]0, 1],

nz_:lk b1 (n—1)a" —nz"t+1
x =
k=1 (1 —2)?
1-Q0-p"

p

7. Compléter la fonction PYTHON T(n) suivante qui prend en entrée un entier n, et qui renvoie une
simulation de la variable aléatoire T;,.

6. En déduire que E (T,) =

import numpy.random as rd
def T(n):
k=1
while
k=...
return ...

8. Qu’affiche le script PYTHON suivant ?

N=10000

S=0

for k in range(N):
S=5+T(n)

print (S/N)
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1. Le nombre de tentatives peut aller de 1 en cas de succes immédiat, & n. On a donc T, (2) = [1,n].

2. Soit k € [I,m —1]. On a P(T;, = 1) = P(C1) = p. Si k € [2,n — 1], on s’arréte au bout de k
tentatives a condition que la connexion ait échoué les k — 1 premieres fois, et réussi la k®™e. Ainsi,
P(T, = k) =P(C1N...NCk_1NCk). Par la formule des probabilités composées, on a alors

P(T. =k) = P(C1)Pg, (C2) ... Pgyn. g, (Ck) = (1—p)"'p.

3. L’événement [T, = n| est réalisé ssi on a échoué les n fois, ou réussi & la derniére tentative. Ces
événements étant incompatibles, on a :

P(T,=n) = P
= P

CiN...NCro1NCy) + P(C1N...NChr)

C1)P5,(C2) ... P55, ,(Cn) + P(C1)P5,(C2) ... P5,n o, ,(Cn)
p)"” 1er(lfp)
p)"'p+1-p) = (1—-p" 7,

en utilisant & nouveau la formule des probabilités composées.

@
(

1-
1-

4 Ona
iP(Tn_k) = :Zj(l—p)k +A-p" !t = p:j(l—p)k Y+ a-p)!
— pj:u—) (1-p
- pllfi;f£;1+(1—pﬁ‘1: 1,

car on a reconnu une somme géométrique.

5. Montrons le résultat par récurrence sur n > 2.

1
— Initialisation. On a ), kzFl =1, et “3(1*72;;1 =1, donc le résultat est vrai pour n = 2.
k=1

n—1 n n—1
— Hérédité. Soit n € N, on suppose que > kz"~1 = =Dzt —ng®” +1  Alorg
k=1

1=2)2
n n n—1
-1 (n—1)z" —nx +1 S

Z kx = (=2 + nzx
_ (n—=Daz"—na" ' +1+na""! - 2na" + na"t!
- (1—x)?
o™t —(n+ 12" +1
- (1 —=)? 7

donc le résultat est vrai au rang n + 1.

(n—1)z"—nz™ 141

n—1
o P , k-1 _
On a donc bien montré par récurrence que pour tout n > 2, E kx (I—2)2
k=1

Remarque. On peut aussi montrer le résultat en considérant la fonction f : =z — Zxk, dont la
k=0
quantité étudiée est la dérivée : on a par ailleurs pour tout = €]0, 1],

o z kil—l'n
a kZ:ox I

_ n—1 1— 1— " — 1)z" — n—1 1
donc f/(x) = = El _ 2))2+ - = (n ):E’l — ;L)a; + ) d’ou le résultat.
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6. 1), est une v.a.r. finie, donc possede une espérance. On a par ailleurs
n n—1
E(T,) = Y kP(Thn=k) = > k(1-p)* 'p+nl-p""
k=1 k=1
(n=1)A-p)" —n(l-—p)" " +1 ne1
=P +n(1 -p)
(1-01-p)?
_ =)0 -p" -nd-p)" '+ 1+npl—p)""
p
_ 1-Qa-p"
p
7. import numpy.random as rd
def T(n):
k=1
while rd.binomial(1l,p)==0 & k<=n:
k=k+1
return k
8. Le script affiche la moyenne de 10 000 simulations de 75, effectuées en ayant recours a la fonction T de
la question précédente. Ceci fournit une estimation de l’espérance de T, .

Exercice 4 — Tirages successifs dans une urne (d’aprés Ecricome 2019)

Une urne contient initialement une boule blanche et une boule noire. On effectue une succession de tirages
d’une boule dans cette urne. Apres chaque tirage, on remet la boule tirée dans I'urne, et on rajoute dans
I'urne une boule de couleur opposée a celle qui vient d’étre tirée.

On suppose que cette expérience est modélisée par un espace probabilisé (2, P(2), P).

Pour tout k£ € N*, on note X}, la variable aléatoire correspondant au nombre de boules blanches présentes
dans l'urne apres le k-ieme tirage, et on pose Xy = 1.

Pour tout £ € N*, on pourra noter Bj 1’événement décrit par : “la boule tirée au k-ieme tirage est
blanche”.

1. Préciser 'ensemble X;(Q2) des valeurs que peut prendre X7, et expliciter la loi de X;. Donner son
espérance.

2. En ayant recours aux événements By, introduits ci-dessus, justifier soigneusement que la loi de X5
est donnée par : Xo(Q2) = {1,2,3} et

3. On considére un entier £ € N*. Justifier qu’il y a exactement k + 2 boules dans 1'urne apres le
k-ieme tirage, et que l’ensemble des valeurs que peut prendre Xy, est Xy (Q) = [1,k + 1].

4. Soit 1 € Xk+1(Q)

a. Sil'événement [X}, = i] est réalisé, préciser le nombre de boules blanches et noires dans 'urne
apres le k-ieme tirage, et en déduire Pjx, —j(Xg11 = 7).
Si I'événement [X}y, = ¢ — 1] est réalisé, préciser le nombre de boules blanches et noires dans
'urne apres le k-ieme tirage, et en déduire Pjx, —j_1)(Xpq1 = 1).

b. Sije Xp(Q) avec j #i—1et j # i, que dire de Prx, —j) (Xpy1 =14)?

7/10



ECG1 2024-2025

5. Déduire de ce qui précede que pour tous k € N et i € Xy 1(Q),

1 3+k—i

P(Xip =i) = ;=5 P(Xi=1) + o P(Xp=i-1). ()

1

6. a. Montrer que pour tout k € N, P (X, =1) = m
b. Pour tout k € N, déterminer P (X, =k + 1).

c. Pour tout k € N, on pose
ar = (k+ D! x P (X, =2).

En utilisant la formule (%), montrer que pour tout k € N, ag11 = 2ar + k + 1.

d. On introduit la suite (by),cy de terme général by = ap + k + 2. Montrer que la suite (bx), oy
est géométrique.

e. Exprimer le terme général by, puis le terme général ag, et en déduire que pour tout k € N,

ok+1 _ 9

PXe=2 = — 5

7. a. A Daide de la formule (), montrer que pour tout k € N,

k+1
E(X = —E(X 1
(Xk+1) 2 (Xk) +
s PR k+2
b. Déduire de ce qui précede que pour tout k € N, on a E(Xy) = —

c. En ayant recours a la variable aléatoire Yj désignant le nombre de boules noires dans I'urne
apres k tirages, proposer une autre moyen de trouver le résultat de la question précédente.

Ecricome 2019 (début du Probléme).

1. On a X;(Q2) = {1, 2}. Par ailleurs,
1 _
P(Xi=1)=P(B)=5 e P(Xi=2)=P(Bi)=73.

La variable aléatoire X1 suit donc une loi uniforme sur {1,2}, d’espérance E (X1) = 3.
2. On a [X2 = 1] = B1 ﬂBQ, donc :

11 1

Car quand une boule blanche est tirée au premier tirage, pour le second tirage, I'urne est composée

d’une boule blanche et de deux boules noires. Donc Pg, (B2) = %

De méme, [X2 = 3] = B1 N Ba, donc

P(X; =3) =P (B1) P5; (B2) =

N | —
W

Comme X»(2) = {1,2,3}, on en déduit que P(X2 =2)=1— % — 1 =
Ainsi X2(Q) ={1,2,3} et P(Xo =1) =5, P(X2 =2) =2 (XQ_ )=z
X

boules dans I'urne au départ,

Il el

3. Une boule exactement est ajoutée a chaque tirage. Comme il y a deu
I'urne compte k + 2 boules apres k tirages.

Pour chacun des k premiers tirages, une boule blanche a pu étre ajoutée ou non dans 'urne. Donc
Xr(Q) = [1,k + 1]. Le nombre de boules blanches ajoutées est donc entre 0 et k. Comme il y a une
boule blanche au départ, le nombre total de boules blanches est entre 1 et k + 1.

4. a. Soit ¢ € Xp4+1(Q) = [1,k + 1].
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o Si [X = i] est réalisé, il y a exactement i boules blanches dans l'urne apres k tirages, et
k + 2 boules au total dans 'urne. Pix, =i (Xry1 = i)_est la probabilité de tirer une boule

blanche dans cette urne, donc Pix, —;)(Xx+1 = 9) = 755-

o Si[Xp =i—1] est réalisé, il y a exactement ¢ — 1 boules blanches dans I'urne apres k tirages,

et k 4 2 boules au total dans I'urne. Pjx, —; (Xk4+1 = ¢+ 1) est la probabilité de tirer une

boule noire dans cette urne, donc Ppx, =i (X1 =i+ 1) = k+2k_+(;_1) = 3Zf;i.

b. Si [Xj = j] est réalisé, on sait que le nombre de boules blanches apres le (k + 1)-iéme tirage sera
soit 7, soit j+ 1. Par conséquent, si i # j et i # j+ 1, 'événement [X,4+1 = i] ne peut se réaliser.
On a donc P[Xk:j] (Xk+1 = ’L) =0.

5. La famille ([Xx = j])lgjgk 4, formant un systeme complet d’événements, on applique la formule des
probabilités totales :

k
P(Xp41=1) = ipxk:j (X1 =) P (Xi = j)
j=1
= IPXk:i—l (Xk+1 = Z)]P(Xk =17 — 1) -|—ka=1' (Xk+1 = Z)]P(Xk = ’L)
- kj_2IP’(Xk :¢)+3k%’“;ip(xk —io1).
6. a. L'événement [X) = 1] correspond au cas ol il n’y a qu’une boule blanche dans 'urne apres k

tirages. D’apres 'expérience, cet événement est réalisé ssi chaque tirage a donné la boule blanche.
On a alors par la formule des probabilités composées :

]P(Xk = 1) = ]P)(B1 NBxN...N Bk) = P(Bl)IPBl (BQ) .. -PBlﬁ...ﬁBk,l(Bk)-

Pour ¢ € N*, la probabilité Pg,n...nB,_,(B;) est la probabilité de tirer une boule blanche dans

une urne de ¢ + 1 boules dont 1 blanche, c’est-a-dire % Par conséquent,

+1
1 1 1 1

N.B. On peut aussi raisonner par récurrence, et utiliser la formule (x).
b. De maniére analogue & la question précédente, on a [X, = k + 1] = ﬂle B, donc d’apres la
formule des probabilités composées,

1 1

e T ke

N |

P(Xy=k+1) = P(B1) P5, (B2) --- P5,n_5,_, (Bx) =

N.B. On peut aussi remarquer que la situation est symétrique a la précédente.

c. D’apres la question 5, on a

a1 = (k+ 2P (X421 =2) = (k+2)! (%HP(XIC:ZHIZ—EP(XFU)
= 20k +1)!P(Xx = 2) + (k +1)(k + 1)! P(Xi = 1)

2ak+k+1,

car P(X, =1) = ﬁ

d. Pour tout k € N, on a byt1 = ary1 +k +3 = 2ax, + 2k + 4 = 2by, donc la suite (bx), oy est
géométrique, de raison 2 .

e. On déduit de la question précédente que pour tout k € N, on a by = 2Fby = 2° (a0 +2) = ok+1,

Par conséquent,

ax 2kl _ k92
P(Xx=2) = =
(X =2) (k +1)! (k+1)!
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7.

a. Pour tout k € N, on a

E (Xk+1) (X1 =1)

3+k—i
k+2

+
2.
+

= Z ( (X5, =) + P(Xk:zen)
:— ZQ k+1‘

= 2z +Zk+2k+2—j)IP(Xk:j)

k+1 .2 .
_ { t+1 . iy _ _
= 2 (k+2 k+2(k+2 z)>IP>(Xk_z)+(k+2)]P>(Xk_/<:+2)+]P’(Xk_0)

k1
B k+ o (k+1 k41
= ig_1<k+2z+1)P(Xk—l)—E<k+2Xk+1) —7k+2E(Xk)+1

b. On raisonne par récurrence : pour tout k € N, on pose Py, : “E(Xy) = b=l
— On a E(Xo) =1 donc Py est vraie.
— Soit k € N. On suppose que Py, est vraie, on a alors E (Xp41) = kT-2 k+2—|—1 = %—1—1 = %
Par conséquent, P11 est vraie.
On a donc montré que pour tout k € N, E (X;) = %
c. Par symétrie entre boules blanches et noires dans 'urne, Xy, et Y} suivent la méme loi, donc ont
la méme espérance.

Or X + Yi = k42, donc E(X + Yi) = k + 2 = 2E(X%). On en déduit que E(Xy) = ££2.
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