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DS 6

Corrigé

Exercice 1 — Questions indépendantes

1. Soit F'={(a+2b+c, a+c, a+c, a+2b), a,b,c € R}. Justifier que F' est un sous-espace vectoriel
de R?, et en donner une base.

2. La famille ((1,2,2), (2,3,0), (—1,0,6)) de R? est-elle libre ? Justifier.

2x

3. Donner une primitive sur R de la fonction [ : 2 — ——.

1
9
4. Calculer / 5302\/ 3 + 3dz.
0

1. Ona F ={a(1,1,1,1)+b6(2,0,0,2)+¢c(1,1,1,0), a,b,c € R} = Vect((1,1,1,1),(2,0,0,2),(1,1,1,0)),
donc F est un sev de R*. Par ailleurs,

= VECt((1315171)7(250>072)7(1713170)) = VeCt((]-vlala]-)?(07_27_250)5(0a0707_1))’

Par conséquent, la famille ((1,1,1,1),(0,—2,-2,0),(0,0,0,—1)) est une famille génératrice de F.
Comme elle est échelonnée, elle est libre. C’est donc une base de F.

2. On a
((1,2,2), (2,3,0), (—1,0,6)) libre < ((1,2,2), (0,—1,-2), (0,2,8)) libre

Or la famille ((1,272), (0,—1,-2), (0,278)) est liée, car ses deux derniers vecteurs sont colinéaires.
On en déduit donc que la famille ((1,2,2), (2,3,0), (—1,0,6)) est liée.

A . / . oy ’
3. On reconnait que la fonction f est de la forme 5 avec u : x — z? 4+ 3, dont une primitive est donnée

parfoﬁ.Par conséquent, Fim'—)*ﬁ est une primitive de f.
4. On a
'9 3 (., 2 3(2, 3 3! 3 3
—x \/x3—|—3d:r:f/ 3z°x3 +3dz = 2 |S(z®+3)2| = 42 —27 = 8-3V3.
9 2 2 Jo —— 213 a

u/(z)y/u(x)

Exercice 2 — Etude d’une suite d’intégrales

1 n
%:/ T da
0o 1+=z

Pour tout entier n € N, on note

Limite de (J,,),
1. Justifier U'existence de l'intégrale J,, pour tout n € N.
2. Calculer Jy.

3. Pour n € N, écrire J,4+1 + J,, sous la forme d’une seule intégrale, et en déduire que

Jpt1 = —Jp + ——.
+1 + "
4. En déduire la valeur de J;.
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5. Montrer que pour tout n € N, 0 < J, < n%rl En déduire que la suite (.J,,),, oy converge vers 0.

6. Montrer par récurrence que pour tout n € N*,

noo avk—1
Jp = (-1)" (m(z)-Z“ﬁ).

k=1

n -1 k—1
7. En déduire la limite de la suite (S, )nen+ de terme général S, = > e

k=1

8. Pour tout entier £ > 1, exprimer Ji en fonction de Ji_; et k & I’aide de la question 3, puis compléter
la fonction PYTHON J(n) ci-dessous qui prend en entrée un entier n et retourne la valeur de J,.

import numpy as np
def J(n):
J=np.log(2)
for k in range(...):
56 0 ¢
return ...

Un équivalent de (J,,),

Pour tout entier n € N, on note :

1 n
In:/ — 2 dx
o 1+

9. Justifier existence de I,, pour tout n € N, et la convergence de la suite (I,,),, vers 0.

10. A l'aide d’une intégration par parties, montrer que pour tout n € N,

1
In+1 = (n+1)Jn—§

11. En déduire la limite de la suite (nJ,)nen, puis un équivalent de la suite (J, )nen-

n
1. Pour tout n € N, la fonction z i
14z

est continue sur [0, 1], donc l'intégrale J,, est bien définie.

1
1
2. OnaJO:/O mdx = [ln(\1+m|)]é = In2.

3. Pour n € N,

1 n 1 n+1 1 _n n+1 1 _n 1
Jn+Jn+1=/ a: d:v+/ m dx:/ idav:/ wdx:/x"dm.
o 1+ o 1+ o 1+x o 1+ 0

"+l 1 _ 1
n+1 0

Par conséquent, on a J, + Jp4+1 = [ =i
4. On déduit de la relation de la question précédente avec n =0 que J1 =1 —Jo=1—1In2.

(1+2)?

5. Soit n € N. Pour tout z € [0, 1], on a 0 < < 1, donc 0 < < z", du fait que 2™ > 0.

_
(1+z)

Donc, par croissance de I'intégrale, on obtient

1 n 1 n+171 1
Oé/ r dxé/a)ndxz [x } = .
o (1+2x) @ n+1], n+1

1
n+1°

On a ainsi montré que 0 < J,, <

Comme % — 0, on obtient par encadrement que J, —> 0.
ntl s teo n—+oo

2/9




ECG1 2024-2025

w -1 k—1
6. Montrons par récurrence que P(n) : J, = (—=1)" <ln(2) = (13:> est vraie pour tout n € N*.
k=1

~ Pourn=1:(-1)" (m(z) -3 <—1}f’1> = —(In(2) —1) =1 —In2 = Jy, donc P(1) est vraie.
k=1

— Soit n € N*. On suppose que P(n) est vérifiée, montrons qu’alors P(n + 1) est vraie :

_1\k—1
g1 = —Ja = nil—(—l)" <1n(2)—z(1lz>

n+1 =
_ n ~ (D (=Y
= D (ln@);k n+1>
n+1 _1\k-1
k=1

Ainsi, P(n + 1) est vérifie.
On a donc bien montré par récurrence que P(n) est vraie pour tout n € N*.

In(2) — kz (71?71 = J,. Or d’apres la question 5., on a
=]

7. D’apres la question précédente, on a

Inir 1
n+2 2(n+1)

1
Ini1 = (n-l—l)Jn—E, donc J, =

I
Comme I, — 0,ona 11 — 0,donc 2 — 0,etJ, — 0.
n—-+oo n—-+oo n+ n—

“+oo n—-+oo
p tquent, (In(2) = 3 U D)done DT =l In(2
ar conséquent, |In(2) — k§1 - WS 0 done kgl e n(2).
. 1
8. Pour tout entier £k > 1, on a Jy = —Ji—1 + %
import numpy as np
def J(n):
J=np.log(2)
for k in range(l,n+1):
J=-J+1/k
return J
n
9. Pour n € N, la fonction = — _r est continue, donc l'intégrale I, existe.

1+ )2
Par ailleurs, on note que comme dans la question 5, on a 0 < (1i1)2 < z" pour tout z € [0, 1], donc

par croissance de 'intégrale,

1
1
0 < I, < / z"dx = .
0 n+1
De méme, le théoreme d’encadrement entraine que I,, —+> 0.
n—+0oo
10. Si n € N, les fonctions & — 2" et x — —H% étant de classe €' sur [0,1], on peut effectuer une
intégration par parties :
Zn 1 1 1 1
I = |- - Da™ [ — d
= [ [ ()
1, n—-1
a8 1
= 1 2 dr- =
(n+1) /0 Lo

11. On déduit de la question précédente que pour tout n € N,

1
Ndlp = 5 +In+1 — Jn.
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Comme I, — 0,onaaussi [,y1 — O,etonsaitqueJ, — O0.Parconséquent, nJ, — =.
n——+oo n—-+oo n—-+oo n——+oo

Finalement, on a 2= — 1, c’est-a-dire que Jy, ~ QL
2n n—4oo n

Exercice 3 — Limite d’une suite

Le but de l'exercice est de calculer la limite de la suite (uy,)nen+ de terme général

()
/01<1ft21>dt,

dt.

1. Calculer la valeur de l'intégrale

1 42

t
et en déduire la valeur de / —_—
o 1+t2

1
2. A laide d’une intégration par parties, calculer la valeur de I'intégrale / In(1+ t2) dt.
0

1 n

3. Pour n € N*, écrire In(u,,) sous la forme — Z f (), ol on précisera la fonction f.
ni=" \n

4. Déterminer la limite de la suite (In(uy))nen+, puis la limite de la suite (uy,)nens.

5. Compléter le script PYTHON ci-dessous, qui calcule et affiche une valeur approchée de I'intégrale
de la question 2 a l'aide de la méthode des rectangles.

import numpy as np
n=...
5=0
for k in range(...):
S=...
print ("Approximation de 1'intégrale :",...)

1. L’intégrale est bien définie car son intégrante est continue sur [0, 1]. Par ailleurs, on a

1 2 1
-1
/0 <ﬁ—1> dz = /0 (m) dz = [~arctanz], = —arctanl = —%.

Par conséquent, par linéarité de 'intégrale, on a

1 2 1 1 2
/ de—/ ldz—z7 donc / dezl—
o 1+a? @ 4 o 1+a2

2. Comme les fonctions z — et  — In(1+ 2?) sont de classe €' sur l'intervalle [0, 1], on peut effectuer
une intégration par parties :

a1

1 1 12
2 211 2x T
/Oln(l—i—a:)dx: [mln(l—l—x)]o—/o xmdx = 1n2—2/0 mdx
™
= m2-2(1-7)

s

= In2-—-2+4 —.

n +2
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3. Pour n € N* on a
1 H" E\> 1Z k)’

I~ (k
Ainsi, Inu, = = =), ou f: In(1 + z?).
insi, Inu nk_lf(n>,ouf z+— In(1+ z%)

Comme f est continue sur [0, 1] et qu’on reconnait une somme de Riemann, on a

1
Inu, — In(1 + %) dz.

n——+oo 0

4. D’apres les deux questions précédentes, on a Inu, —+> In2 — 2+ 7. Par composition de limites, on
n— oo

a alors
Up — ePITIE — 96272
n—-+oo
5. On choisit une grande valeur de n, par exemple n = 1000. Le programme consiste a renvoyer la somme
de Riemann correspondante, qui donne I’approximation de l'intégrale par la méthode des rectangles

a droite.

import numpy as np

n=1000

S=0

for k in range(l,n+1):
S=3+np.log(1+(k/n)**2)

print("Approximation de 1l'intégrale :",S/mn)

Exercice 4 — Polynomes et diviseurs
Dans cet exercice, on considere le polynome
P(z) = 2 — 42 + 5z — 2.
1. On considere la famille Z = (1, x — 1, (z —1)?) de Rqx].
a. Justifier que Vect(%) = Vect(1, z, z?).
b. Montrer que Z est une base de Ry[x].
2. Factoriser completement le polynome P. On précisera les racines de P et leurs multiplicités.
3. Pour tout n € N, on introduit le polynéme A, (z) = 2™ — 2z + 1. On fixe n € N.
a. Si m € N, justifier qu’il existe un unique couple (@, R,) de polynoéme de R[z] tels que
Q € Ro[z] et
An(z) = P(z)Qn(z) + Ry(2). (1)
b. Justifier qu'il existe des réels ay,, by, ¢, uniques tels que R, (z) = ay, + bp(x — 1) + ¢, (x — 1)2.
c. Justifier que (PQ,,)' (1) = 0.
d. A T'aide de (1), déterminer a,,, b, et c,.

4. Existe-t-il un entier n € N tel que P divise le polynéme A,, ?

1.  a. On sait que I'espace engendré par une famille est inchangé si on ajoute a un vecteur de la famille
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une combinaison linéaire des autres. Ainsi,

Vect(B) = Vect(l, z —1, 2° =2z +1) = Vect(l, z , x> —2zx )
< =

z—1+1 52 _2z41-1
= Vect(1, =z, 2 ).
~—
z2—2z+2zx

Ainsi, on a bien Vect(%) = Vect(1, z, z?).
b. D’apreés la question précédente, on a Vect(#) = Vect(1, z, £?) = Rq[z], donc la famille & est

génératrice de Ry [z]. Par ailleurs, # est une famille échelonnée en degré de polynémes non nuls,
donc elle est libre. Ainsi, # est bien une base de Ra[z].

2. On remarque que 1 est racine de P. Par ailleurs, le polynéme dérivé de P s’écrit P’ (z) = 32% — 8z -+ 5,

3.

qui a également 1 pour racine. Comme P’ (1) # 0, la multiplicité de la racine 1 de P est 2.
La division euclidienne de P par (z — 1)? = 2? — 22 + 1 donne que P(z) = (z — 1)*(z — 2).

Ainsi, les racines de P sont 1 et 2, de multiplicités respectives 2 et 1.

a. Le théoreme de la division euclidienne entraine ’existence et ’unicité d’un couple de polynémes
(Qn, Rn) de R[z] tels que A, = PQn, + Ry et deg R, < deg P = 3, c’est-a-dire que R, € Ra[z].

b. Nous avons vu que la famille # est une base de Ry[z]. Ainsi, si n € N, comme R, € Ry[z], il
existe des réels an, by, ¢, uniques tels que R, = an + bn(z — 1) + cn(z — 1)2.

c. Nous avons vu que P(1) = P’(1) = 0. Par conséquent, comme (PQ.) = P'Q, + PQ,,

(PQn)'(1) = P'(1)Qn(1) + P(HQL(1) = 0.

Remarque : on pouvait aussi remarquer que comme 1 est racine double de P, 1 est racine de
multiplicité au moins 2 de PQ,, d’ou le résultat.

d. D’apres (1), on a :
— en évaluant en z =1 : A, (1) = P(1)Qn(1) + an, c’est-a-dire 0 = an,
— en évaluant en x = 2 : A, (2) = P(2)Qn(2) + an + bn + cp, c’est-a-dire 2™ — 3 = ay, + bn + cp.
Par ailleurs, comme on a aussi A, = (PQ,)’ + R.,, on obtient en évaluant en 1 :
1) =

(PQn)'(1) + R (1).

Comme A, (z) = nz" ' + 2 et R, (x) = b, + 2¢n(z — 1), on a alors

An(

n+2 = b,.
On a donc obtenu les conditions
an =0
bp=n—2

an +bn +cp=2"—3

Par conséquent, a, =0, b, =n—2et ¢, =2" —n — 1.

4. On sait que P divise le polynéme A,, si et seulement si le reste R,, dans la division euclidienne de A,

par P est nul, c’est-a-dire si et seulement si ses coordonnées an,, by, ¢, dans la base & sont nuls.

D’apres la question précédente, ceci se récrit

n—2=0
2" —n—-1=0

Comme 22 — 2 — 1 # 0, c’est impossible. Il n’existe donc pas d’entier n tel que P divise A,,.
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Exercice 5 — Etude d’une équation différentielle (d’apres HEC-ESSEC 2020)

Dans cet exercice, on détermine des fonctions f & valeurs dans ]0,1[ définies et dérivables sur R, qui
vérifient :

vteR, f'(t)=3(f(1)* (1~ f(t)) (E)
Partie 1 — Questions préliminaires

1. On note u lapplication définie sur R\ {0, 1} par :
vt e R\ {0,1}, wu(t) = ——e /1

a. Justifier que lim u(t) = 0. Que vaut lim w(t)?
t—0+ t—0—

b. Justifier que u est dérivable sur R\ {0,1}. Calculer v’ sur R\ {0,1} et montrer que :

vte R\ {0,1}, «/(t) = %t)ef”ﬁ

olt v est la fonction polynomiale donnée par v : t — t(1 — t)%.
¢. Dresser le tableau de variations de la fonction wu.

2. Soit ¢ l'application de [0, 1] dans R, définie par :

wo={3" 1

. Justifier que I'application ¢ réalise une bijection de [0, 1] sur R.

)

b. Montrer que ¢ est dérivable sur [0, 1].

1

c. Justifier que ¢~ est dérivable sur ]0, +o0l.

d. Le script PYTHON suivant renvoie les tracés ci-dessous. Identifier, en justifiant, les deux courbes

représentées.

import numpy as np @4

import matplotlib.pyplot as plt

X=np.linspace(0.1,0.9,100)

Y = X/(1-X)*np.exp(-1/X)

plt.plot(X,Y)

plt.plot(Y,X) 6s

plt.show()

Partie 2 — Une classe de solutions

3. a. Montrer que pour toute fonction f dérivable sur R & valeurs dans |0, 1[, la fonction composée
g :t— In(e(f(t))) est bien définie, dérivable sur R, et pour tout ¢ € R,

f'(t)
(1= f@))f@)?*

b. Pour tout réel a €]0,1[, on définit la fonction f, par

VEER, fut) =" (p(a)e®)

g'(t) =

Montrer que f, est bien définie et que f,(0) = a.

c. Montrer que f, est dérivable sur R.
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d. Montrer que f, est & valeurs dans ]0, 1].
e. Déterminer Ino ¢ o f,. En déduire, a 1’aide de la question 3a. que f, vérifie I'équation (E).

4. Démontrer que la fonction f, est monotone. Quelles en sont les limites en —co et +o00 ?

1. a. On sait que lim % = 400 donc lim e /¢ = 0 et comme lim ﬁ = 0, on obtient par produit
t—0+ t—0+ t—0+
lim wu(t) = 0.
t—0+
. . ’ . X
Par contre, lim — % = +00, donc par croissances comparées du type lim %z = 400, on a
t—0— X —+4o0
1 e !/t 1
te Mt = — — — —oo donc lim wu(t) = lim ——e" /t = —.
B t—0— t—0—1—1¢

t

b. Sur R\ {0,1} les fonctions ¢ — } et ¢ — - sont dérivables donc u est dérivable sur R\ {0, 1},
et pour tout ¢t € R\ {0, 1},

/ L—t—t(=1) 1 13 1 1 1 1/t
t) = — =
w(®) =2 ¢ ‘tii*e® =02 Ta=ot)¢

1 —1/t

donc v/(t) = ———e V/
® (1—1)2¢

c. Le signe de u/(t) est celui de v(¢), qui est celui de ¢ donc le tableau de variations est immédiat.

Ainsi, sur | — 0o, 0], u est strictement décroissante, sur ]0, 1[, u est strictement croissante, et sur

|1, +o0[, u est strictement croissante. On peut calculer facilement les différentes limites suivantes.

. On a donc la relation de I’énoncé en posant v(t) = t(1 — t)2.

* ¢ = 3 1 — —1, et o —» —1. Comme lim e ' = lim e '/t =1,
1—t Pl R 1—t to— t——o0 t—+o00
. t .
* lim —— = 400 donc lim wu(t) = +o0.
t—»1— 1 —1 t—1—
* lim o —oo donc lim wu(t) = —o0.
t—1+ 1 —1¢ t—1t
—00 1 +00
t = 0 aF +
o' (t) = + F
u(z) -1 — oo — +o00 oo — -1
2. a. On sait que u est dérivable sur |0, 1] donc ¢ est continue sur |0, 1[. Avec la valeur ¢(0) =0, on a
¢(0) =0 = lim (u(t)) = lim (o(?))
t—0t t—0t+

donc ¢ est continue en 0, ce qui entraine que ¢ est continue sur [0, 1[.

La fonction u est strictement croissante sur |0, 1[ donc ¢ l'est également. Par continuité, ¢ est
donc strictement croissante sur [0, 1[, et on en déduit qu’elle définit une bijection de [0, 1[ vers

(0 1im(s)| = 0, o0

b. La fonction u est dérivable sur |0, 1], donc ¢ est dérivable sur ]0, 1[. Etudions sa dérivabilité en
0 : pour tout ¢ €]0, 1],
o) =@ _u®) _ 1 g
t—0 @ L=t t—0+

donc ¢ est dérivable en 0 et ¢’(0) = 0. La fonction ¢ est donc dérivable sur [0, 1[.
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c. Sit€]0,1[, on a v (t) # 0, donc ¢'(¢) # 0. Ainsi, ¢’ s’annule uniquement en 0. On sait donc que
@~ ! est dérivable en tout point, sauf en ¢(0) = 0.

La fonction ¢! est donc dérivable sur 10, +o0[, mais n’est pas dérivable en 0.

d. Ce script calcule, pour des réels compris
entre 0,1 et 0,9, stockés dans X, leurs
images par ¢, stockées dans Y. Il réalise en-
suite via plt.plot(X,Y) le tracé de Y en
fonction de X : c’est le tracé du graphe de
¢ (courbe bleue, qui correspond d’ailleurs a
la restriction de u a [0, 1], tracée plus tot).
Si on échange X et Y, alors on trace avec

plt.plot(Y,X) le graphe de .

3. a. Soit f une fonction de classe C' sur R, & valeur dans ]0, 1[. En composant par ¢ qui est C* de
10, 1] vers R, la fonction po f est C* de R vers R%. On peut alors composer par la fonction In,
et Inop o f est de classe C* sur R.
En particulier, cette fonction est dérivable sur R et on a

(mogo fy = ©oF) _ fx(dof) I (e ™)y
@Of Qoof ﬁe—l/f (1_f)f2

b. La fonction ¢ réalise une bijection de [0, 1[ dans R4 donc ¢~ * : R4 — [0, 1[. Or, pour tout réel
a €]0,1[ et tout réel ¢, p(a)e® € Ry donc fa(t) est bien défini. De plus, fa(0) = ¢~ (¢(a)) = a.

L est

c. Comme a €]0,1[, on a p(a) € RY et donc, pour tout t € R, ¢(a)e®® € RY. On a vu que ¢~
dérivable sur R, donc, par composition, f, est dérivable sur R.

d. Comme 'image de ¢! est [0, 1], f, est & valeurs dans [0, 1]. Par ailleurs, 'unique antécédent de
0 par ¢~ ' est 0. Comme (a)e® # 0 pour tout ¢ €]0,1[, on a f,(t) = ¢ ' (p(a)e®*) # 0. Ainsi,
fa est & valeurs dans |0, 1].

e. Pour tout réel t, on a (Inop o £,)(t) = In(p(a)e®) = In(p(a)) + 3t. La question 3.a. permet de
montrer directement que pour tout t € R,

fa(®)
(1 = fa(®) (fa(®)

ce qui permet de conclure que f, vérifie 'équation (F).

4. Comme f, est & valeurs dans |0, 1], on a, pour tout ¢t € R, 3f2(¢)(1 — fa(t)) > 0, donc f,(t) > 0. Par
conséquent, la fonction f, est strictement croissante sur R.

5 = (Inopo fu)'(t) = 3,

On a . lim (o(a)e®) = 0. En composant par ¢~ ', continue en 0, . lim (f.(t)) =0.
——00 ——o00

On a lim (p(a)e®*) = +o00. En composant par ¢, lim (f.(t)) = 1.
t—+oo t—+o0
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