ECG1 2024-2025

DS 7 — Concours blanc 2
Corrigé

Exercice 1 — Matrices et endomorphismes nilpotents
Soient n € N* et E un R-espace vectoriel de dimension n.

— On dit qu'une matrice A € ., (R) est nilpotente s'il existe k € N* tel que A* est la matrice nulle.
Si de plus A*~1 n’est pas nulle, on dit que k est I'indice de nilpotence de A.

En d’autres termes, lindice de nilpotence de A est le plus petit entier naturel k tel que A* est nulle.

— On dit qu'un endomorphisme ¢ € .Z(E) est nilpotent s'il existe k € N* tel que ¢¥ = po...0p est
I'application nulle. Si de plus ¢*~! n’est pas nulle, on dit que k est I'indice de nilpotence de .

Les parties 1 a 4 sont indépendantes.

Partie 1  On considére 'endomorphisme f € .2 (R?) donné par :
f: R3 — R3
(x,y,2) = (Qz+2y+z —20—-2y—2z z+y)
1. Soient u; = (1,—1,0), us = (0,0,1) et uz = (1,0, —1).
a. Montrer que %’ = (uy,us,u3) est une base de R3.
b. Déterminer la matrice A de f dans la base %'.

2. Montrer que A est nilpotente, on précisera son indice de nilpotence. Qu’en déduire de f 7

Partie 2  Dans cette partie, n = 2. Soit A = (Ccl Z

3. Calculer A2 — (a + d) A en fonction de la matrice identité Iy de .#5(R).

> € #>(R) une matrice non nulle.

4. On suppose dans cette question que A est nilpotente d’indice k.
a. Justifier que ad — bc = 0.
b. Montrer que pour tout n > 2, on a A" = (a + d)" 1 A.
c. En déduire que a +d = 0.
5. Déduire de ce qui précede que A est nilpotente si et seulement si A% = 0.
Partie 3 Dans cette partie, n = 2, c’est-a-dire que dim EF = 2. On considére ¢ € Z(F) nilpotent
d’indice de nilpotence 2, c’est-a-dire que ¢? = po p = O02r) et ¢ # 0p(p)-
6. Montrer que Im ¢ C ker ¢.
7. En déduire que dimIm ¢ = dimker ¢ = 1, puis que Im ¢ = ker .

8. On considere u € E tel que p(u) # Og, ou O est le vecteur nul de E. Montrer que (¢(u), u) est
une base de E.

9. On note v1 = p(u) et vo = u. Déterminer la matrice de ¢ dans la base # = (vy, v2).

Partie 4

10. Compléter la fonction PYTHON suivante, qui prend en entrée une matrice A nilpotente, et renvoie
son indice de nilpotence.
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import numpy as np
def indice(A):

M=A

k=1

while np.max(abs(M))...
M=.
k=

return k

I8 a. On a rgﬂl = rg((L _170)7 (1707 _1)7 (0707 1)) = I‘g((l, _170)7 (07 17 _1), (0707 1)) = 3 car la
famille échelonnée ((1,—1,0), (0,1, 1), (0,0,1)) est libre. Ainsi, &’ est une famille de R® de
rang 3, c’est une base de R3.

b' On a f(ul) = (07070)7 f(uQ) = (17_170) = ui et f(UB)
'111) f(ll-_)) f(’lly,)

U1 0 1 1
Matg: (f) = us ( 0 0 1 >
0 0 0

Il
—
&=

—1,1) = u1 + uz, ainsi,

2. On remarque que A? = F3; et A% = 0.4, ®), donc A est nilpotente, d’'indice de nilpotence 3.
Comme A? # 0.4, ®) et A3 = 0.4, ®), on en déduit que 72 L 0. (r3), €t P = 0o ®s), donc f est
nilpotent d’indice de impotence 3.

3. Ona A? — (a + d)A = —(ad — bc) L.

a. Si A est inversible, on sait que A* est inversible pour tout ¢ € N. Comme on a A* est nulle donc
non inversible, on en déduit que A n’est pas inversible. Par conséquent, det A = ad — bc = 0.
b. Comme A est non nulle, on a k # 1. Ceci entraine que k > 2.
¢. Montrons par récurrence que la propriété P(n) : “A™ = (a + d)" "' A est vraie pour tout n > 2.
— Drapreés 1. et 2.a, A% — (a+ d)A = —(ad — bc)I2 = 0_g, ®), donc P(2) est vraie.
— Soit n > 2. Supposons que P(n) est vraie. On a

A" = AA" = (a4+d)" A = (a+d)"A

Ainsi, P(n + 1) est vraie.
On a donc montré que pour tout n > 2, A™ = (a +d)" *A.
d. Supposons que a+d # 0. On a alors 0_z, z) = A* = (a+d)* ' A d’aprés la question précédente.
Comme a + d # 0, on en déduit que A = 0_4, r), ce qui est une contradiction.
5. Si A est nilpotente, alors a + d = 0 d’aprés ce qui précede. Ainsi, on a A% = (a + d)A = 0.#, (r) Par
la question 1. Ceci entraine que k < 2. Finalement, k = 2, du fait qu’'on a aussi k > 2.
6. Soit v € Im g, c'est-a-dire qu’il existe u € E tel que v = p(u). On a alors ¢(v) = p(p(u)) = 0g.
Autrement dit, v € ker ¢. On a donc bien montré que Im ¢ C ker ¢.
7. Le théoréeme du rang donne que dimIm ¢ + dimkerp = 2. Or, par la question précédente, on a
dim Im ¢ < dimker ¢. On en déduit alors que
dimIm ¢ + dimker ¢ < 2dimkerp, donc 2dimkery > 2.
Ainsi, dimker ¢ > 1. On ne peut pas avoir dim ker ¢ = 2, sinon, on aurait ker ¢ = E, c’est-a-dire que
¢ = 0% (g). On a donc bien dimker ¢ = 1, et dimIm ¢ = 1, toujours par la formule du rang.

8. Comme E est de dimension 2, il suffit de montrer que la famille (p(u), u) est libre pour en déduire
que c’est une base de E. Supposons qu’on a Ap(u) + pu = Og, et montrons qu’alors A = p = 0. En
composant par ¢, on obtient

e(Ap(u) + pu) = Ap(p(u)) + pp(u) = 0p.
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Comme ¢? = 0 (p), ceci donne que pp(u) = Og. Comme par ailleurs ¢(u) # Op, on a p = 0. En
revenant & 1’égalité de départ, on a alors Ap(u) = Og, ce qui donne aussi A = 0.

Finalement, la famille (¢(u), u) est bien libre, c’est donc une base de E.

9. On a p(v1) = p(¢(u)) = 0g d’une part, et ¢(v2) = ¢(u) = v; d’autre part. Ainsi, on a

hhm@(¢)::(8 é).

Exercice 2 — Somme de trois séries — Ecricome 2025

1 1" 1
1. Justifier que les séries Z ok Z ( n2) , Z m convergent.

n>=1 nz1 n=0

On note

+
8

n

+oo
1 (=1
A= n2’ B = Z n2
n n=1

“+o0 1
t = D
ot C 2;0 (2n +1)2

Il
_

2. Montrer que A— B=2Cet A=C+ %A.
3. a. Montrer que, pour tout couple (a, 8) de réels, 2cos(a)cos(8) = cos(a + 3) + cos(a — B).

b. Montrer par récurrence sur n que

- X 1 cos (2Lt
Vn € N*, vt € [0, ], (=1)*cos(kt) = —= 4 (— ”(72t)

— 2 2cos (4)

4. On considere deux réels a et b tels que a < b et une fonction f de classe € sur [a, b].

a. Montrer qu’il existe un réel M tel que :

veeladl, [FOI<M et |f()] <M,

1 b
b. Montrer que  lim X/ f'(t) sin(At) dt = 0.
a

—+o0
c¢. A Taide d’une intégration par parties, montrer que :

Jim / " F(t) cosM)dE = 0

A——+o0

5. Soit ¢ la fonction définie sur ]0, 7] par

t

sin (%)

Vt €]0, 7], @(t) =

. Justifier que ¢ est de classe ¢! sur |0, 7] et déterminer ¢’.

S

S

. Déterminer %ir% ©(t) et en déduire que ¢ se prolonge par continuité en 0.
—
On notera encore ¢ la fonction ainsi prolongée.

c. Montrer que ¢ est une fonction de classe € sur [0, 7.

L

. Soit f la fonction définie sur [0, 7] par

m—t

COS (%) ’

Vte[0,n[, f(t) =
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On admet que V¢ € [0,7[, f(t) = @(m — t). Justifier que la fonction f se prolonge en une
fonction de classe € sur [0, 7].

6. a. Montrer que, pour tout entier naturel k non nul, [ (w—t)cos(kt)dt = <,

k2

0 ik est pair,
si k est impair.

b. En déduire, pour tout entier naturel N non nul, que

,r2N+1 N 1

—t s(kt)dt = —2 —_—.

/ (7T )COb( ) 7;) (2n+ 1)2
=3 1 w2

7. a. Montrer que C = Z e = o
— (2n+1) 8

b. En déduire les valeurs de A et B.

1. a. On reconnailt une série de Riemann convergente.
1Y)

* _ 1 s 1 s. <,
b. Pour tout n € N*, —7 or la série Zn>1 —5 converge donc la série an A
absolument donc elle converge.

converge

1 s 1 ‘e 4
c. On a ~ 1 or la série Zn% —z converge donc par comparaison des termes généraux

1
(2n+1)2

e 2.2 1 o
positifs, la série 3, -, @nroyz converge aussi.

2. Les trois séries convergent donc leurs combinaisons linéaires convergent. On a

a-n-E(a-SF)-EE- £ 5

n=1 n=1 o=l
T 1mpailr
n _ [ 0sin pair. - _ = _
car 1= (=1)" = { 2 si n impair Alnsi, A= B = =iCai 2
Par ailleurs,
1 +oo +oo 1 +oo 1 +oo 1
cola I S S -yl o
ty Z(2n+1 4an ;(2n+1)2+;(2”)2 ;W ’

en regroupant les termes pairs et impairs.
3. a. On sait que

cos(a + B) = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(B),
cos(a — B) = cos(a) cos(—B) — sin(a) sin(—f) = cos(a) cos(B) + sin(a) sin(3),

On somme pour obtenir cos(a + 3) + cos(a — ) = 2 cos(a) cos(B).
b. On fixe t € [0, [, de sorte que % € {O, g[ et cos( ) # 0. Pour tout n € N*, on pose

cos (225111

Pnzﬁi(—lfcodkﬂ::—%J+(—lf

Pt 2 cos (%)
1
On a d’'une part > (—1)" cos(kt) = — cos(t). D’autre part,
k=1
1 cos(3t) _ cos (t— %) +cos (t+ 5t) _ 2cos(t)cos (3t) _ ®)
2 2cos(%) B 2cos (£) N 2cos (%) S Y

donc P; est vraie.
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Soit n € N*. Supposons que P, vraie. On a alors

nil(—l)k cos(kt) = Xn: (—1)* cos(kt) + (—1)"* cos((n + 1)1)
(_1)71@ + (=1)""' cos((n + 1)t) d’apres P,

(="

3+

1 + cos(2"2+1 t)—2003(%)cos((n+1)t)

% 2 co %
S A o il Gl € Aol e Cidind D)

1

[t

—
~—|

2 t
(g Y
(="

2cos(é)

Ainsi P41 est vraie. On a donc bien montré par récurrence que pour tout n € N*,

n

Z(—l)k cos(kt) = - +(-1)"

k=1

[y

cos (25:11)

2 cos (%) '

. La fonction f est €' donc continue sur le segment [a,b] donc elle est bornée, de méme f est

continue sur le segment [a,b] donc elle est bornée ainsi il existe Mo et M; dans R tels que,
pour tout ¢ € [a,b], on a |f(t)| < Mo et |f'(t)] < Mi. On pose M = max(Mo, M1) et M domine
|f] et |f'| sur [a,b].

. Soit A > 0, la fonction ¢ — f’(¢) sin (At) est continue sur le segment [a, b], on peut donc intégrer.

L’inégalité triangulaire donne

) sin (At) dt‘ / |f ) sin (At |dt

Or pour tout ¢ € [a,b], | f'(t) sin(At)| < M d’apres la question précédente. Ainsi, par croissance
de l’intégrale,

) sin (At) dt‘ < / Mdt = lM(b—a).

Comme § M (b—a) e 0, on obtient par encadrement que hm ( / f(t) sin (\t) dt>

. Soit A > 0. Les fonction u : t — f(t) et v :t — 5 sin (At) sont de classe €' sur [a,b]. On a par

intégration par parties :

/abf(t)cos (A)dt = {% sin (\t) f ] — f/ f/(t)sin (\t)d

_ sin(Ab) f(b) sin (/\a /
= 3 BBY f'(t)sin (M) d
one (AD) £(b)
sin M
PO\« 2
= )\ ‘ X A )\j»oo 07

donc par encadrement, lim (M) =0, et de méme lim (M) =0.
A— 400 A—r 400

Jim ( / ’ £(t) cos (A) dt) =0.

Par somme, on conclut que

. Pour tout t €]0,7], on a £ €]0, 2] et sin (£) # 0. Ainsi la fonction ¢ — sin (%) est €' sur |0, 7]

)2
et ne s’annule pas. La fonction ¢t — t est ‘51 sur |0, 7] donc, par quotient de fonctions €, la

fonction ¢ est ¥* sur ]0,7]. Le calcul donne
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i in(t) ~ & & -t ot o .
b. On sait que sin (2) o3 AT g th 0 donc ¢(t) S (Z) o ) 2 donc ¢ a une limite finie
en 0 et ¢ est prolongeable par continuité en 0 en posant p(0) = 2.
c. On utilise le théoréme de prolongement. On sait que ¢ est €* sur |0, 7], continue en 0. Si on
montre que ¢’ a une limite finie £ en 0 alors ¢ sera € sur [0, 7], et ' (0) = £.

On rappelle les développements limités :

donc )
(3 or () b= § (- E) rot®r-ot
Et , ) ,
<Sin (5)) tj[) Z + o) (t2)
donc ¢’ (t) = 2L

T+o t50
Donc ¢ est de classe €* sur [0, 7] et ¢’ (0) = 0.
d. Pour tout ¢t € [0, 7], on a ® —t €]0, 7] et f(t) = ¢(m —t) donc, par composition de fonctions de
classe €, la fonction f est de classe € sur [0, 7[. Et par continuité de ¢ en 0 on a tlim(f(t)) =
—
tlim(<p(7r —t)) = ¢(0) = 2. Donc f est prolongeable par continuité en 0. De plus, pour tout
— T
t € [0, 7],
@) =—¢'(m -1t P '(0) =0 car ¢’ continue en 0.
—
Bilan : f se prolonge en une fonction €* sur [0, 7].

6. a. Les fonction u:t+s m—tetv:tr— 1sin(kt) sont de classe " sur [0,7]. On a par intégration
par parties :

/Oﬁ(w — t) cos (kt) dt E sin (kt) (r — t)K + % /0” sin (kt) dt

= {—%cos(klﬁ)yr = %(1—005(’9@) = kflz(l_(_l)k))

0
0 si k pair
- 72 si k impair
b. La somme contient un nombre fini de termes, on peut donc utiliser la linéarité de 'intégration.
On a alors
- 2N+1 2N+1 -
/ (m —t)cos (kt)dt = (71)’“/ (7 — t) cos (kt) dt
k=1 0

_ Z(_1)2f/0w(7r — #)cos (2j¢) dt + Z(—M“/ﬂ(w — #)cos ((2) + 1)t) dt

=0 o
=0 — 2
T (25+1)2
N N
2]+1
7.  a. On reprend le résultat de la question 3(b)
x 2N+1 x 2N+1
/ —1)*(m — t) cos (kt) dt = / (r—1t) > (=1)" cos (kt)dt
e k=1

cos (2(2N-2H)+1 t)

T 1 2 1 "
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= [ 3= tar EU [ 0y cos (EXED L g

Avec f de classe €' sur [0, 7], la question 4(c) donne

i ([ s0em (1)

Comme (2t vaut % ou —%7 on a aussi
.\ 2 22N +1)+1
NlirE (%/ f(t) cos (%t) dt) =0
— 400 0
Donc

N5$m(Awf%@>¢yu+ﬁi%?iiAwﬂQC%(EQQZ%QJJ%>dQ::Awf%m4¢mt

Avec la question 6(b), on a

a 1 |
lim —2 — =/ ——(mw —t)dt.
i (22 o) = T3
Donc N
%) T )27 2
Z%:l/ (ﬂ,t)dtzl{,u} -
Z@j+? 1), 4 2 |, 8

b. DeA:C—FlendéduitgA:CetA %C’:%.
De A— B =2C on déduit B=A —2C = %2 “;:—7{—2.

Exercice 3 — Trois expériences aléatoires

Dans ce probleme, n est un entier fixé tel que n > 2. On dispose de deux urnes Uy et Us :
— P'urne Uy contenant une boule blanche et (n — 1) boules noires,
— Purne Uy contenant une boule noire et (n — 1) boules blanches.

Un joueur choisit une urne au hasard pour le premier tirage puis il effectue des tirages d’une boule avec
remise de cette boule dans I'urne dont elle provient, selon trois protocoles différents étudiés dans les trois
parties du probleme.

On note * X le numéro du tirage ou I'on obtient, pour la premiere fois, une boule noire,
* Y le numéro du tirage ou ’on obtient, pour la premiere fois, une boule blanche.
On pourra utiliser les événements suivants.
— Pour tout ¢ € N*; on note B; I’événement “on obtient une boule blanche au i-éme tirage”.

— On note U I'événement “le premier tirage a lieu dans I'urne U;”.

Partie 1

Dans cette partie, les tirages qui suivent le premier tirage ont lieu dans I'urne qui a été choisie au premier
tirage.

1. a. Compléter la fonction simule(n) suivante, qui prend en entrée ’entier n et renvoie une simu-
lation de la variable aléatoire X pour I’expérience décrite dans cette partie.
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import numpy.random as rd
def simule(n):

X=0

if ...: # Tirage dans 1l'urne Ul
X=...

else: # Tirage dans l'urne U2
X=...

return X

On pourra utiliser les commandes de la librairie numpy . random pour simuler les lois usuelles.

b. Déterminer P(X = 1).

c. Montrer en justifiant soigneusement que pour tout k > 2,
k—1 k—1
1 -1 /1 1 -1
2 n n n n

Cette formule reste-t-elle valable pour k=17

’I’L2

2. Etablir que X possede une espérance et montrer que E(X) = ﬁ
n—

3. Expliquer pourquoi X et Y suivent la méme loi.

Partie 2

Dans cette partie, les tirages n’ont plus nécessairement lieu dans la méme urne : & chaque étape, on fait
un tirage dans 'urne Uj si le tirage précédent a donné une boule blanche et dans 'urne U, si le tirage

précédent a donné une boule noire.
4. a. Quevaut P(X =1)7

b. Montrer que pour tout k > 2,

Cette formule est-elle encore valable si k =17

5. Etablir que X possede une espérance et donner sa valeur.

Partie 3

Dans cette partie, chacun des tirages suivant le premier tirage a lieu dans la méme urne que le tirage qui
le précede si ce dernier a donné une boule blanche et dans I’autre urne si ce dernier a donné une boule

noire.

6. a. Montrer que pour tout i € N*,

P(Y =2i+1) =

La formule reste-t-elle valable pour ¢ =07

b. Montrer que pour tout ¢ € N*,

P(Y = 2i) =

Pour tout m € N*, on pose S,,, = > kP(Y = k).
k=1
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3n?
2(n2—n+1)

b. En déduire que la suite (Szm1),,cn. converge vers la méme limite.

7. a. Montrer que la suite (S2y),,cy. converge et que mli%m Som =

¢. En déduire que Y admet une espérance, et préciser E(Y').

8. Quelle est la loi de X 7

Partie 1

1. a.

import numpy.random as rd
def simule(n):
X=0
if rd.rand()<1/2: # Tirage dans l'urne Ul
X=rd.geometric((n-1)/n)
else: # Tirage dans 1l'urne U2
X=rd.geometric(1/n)
return X

b. On applique la formule des probabilités totales au systeme complet d’événements (U, U) :

P(X=1) = Py(X =1)P(U) +Px(X =1)P(U) = n-l

Jr

S|~
N | =
N —

N[ =

n

c. Ona[X:k:]:BlﬂBgﬂ---ﬂBk,lﬂstik>2.

On applique encore la formule des probabilités totales au systeme complet (U, U). De plus, 'urne
étant choisie, les tirages sont indépendants. On en déduit que

P(X = k)

Py (X = k)P(U) + P#(X = k) P(0)

_ 1 _
= PU(BlmBzm---mBk,mBk)+§1P>U(BmB2m---mBk,mBk)
<1>’“ n—1 1 (n—1>’“ 1

— _A'_, —

n n 2 n n
((1)k_1n1 (nl)k_l 1)

— + —

n n n n

Pour k = 1, cette formule reste valable car 1 (%1 + 1) =1 =P(X =1).

N | — N — N~

2. X admet une espérance si et seulement si la série de terme général kP(X = k) converge absolument.
Comme cette série est & termes positifs, il suffit de montrer qu’elle est convergente. Soit N € N*.

éEkMX_JQ_»n%}iﬁk(i)kl+2;§§k(n;1>k{

k=1 k=1

On reconnait les sommes partielles de deux séries géométriques dérivées, qui sont convergentes car
‘%‘ <let |"T71‘ < 1. Donc X admet une espérance et

n—1 1 1 1 n?
EX) = =55 (1_1)2+%(1_n;1)2 T 2(n—1)

n

3. Les roles des boules blanches et noires étant symétriques dans la situation décrite dans cette partie,
il est évident que Y suivra la méme loi que X.

Partie 2

4. a. La situation étant la méme pour le premier tirage que dans la Partie 1, on obtient de nouveau
P(X=1)=1
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b. On a [X:k]:BlﬂBzﬁ-~~ﬂBk_1ﬂESik>2,
On applique encore la formule des probabilités totales au systéme complet (U, U).
P(X =k) = Py (BiN---NBy—1NBy) PU) + Py (Bi1N---N Bir_1 N Bx) PU).
Or Py (B1 NBasN---NBr_1 HE) = (%)k_l ”T_l : en effet, dans ce cas, tous les tirages ont
lieu dans 'urne U. De plus P (31 NBxN---NBr_1 HE) = ("T_l) (%)k_Q "T_l : dans ce cas,
seul le premier tirage a lieu dans Us, tous les autres tirages ont lieu dans 'urne U;. D’ou :
1/ "n—=1 1 /n-1\>/1\"?
PX=k) = =~ - -
a=n=3() %) )
1 (1)’“2 n—1 (1 n—1>
— == -+
2\ n n n n
_ (1)t
T 2\n n
Cette formule n’est pas vraie en toute généralité pour k = 1 puisque P(X = 1) = %, elle n’est
vraie que si n = 2.

5. La variable aléatoire X admet une espérance si et seulement si la série > kP(X = k) est absolument
convergente. Comme cette série est & termes positifs, il suffit de montrer qu’elle est convergente. Soit
N>2,

al al 1, n—1gx, (1)
SEP(X =k) = P(X=1)+)> kP(X =k)= 3+ Sk (;)
k=1 k=2 k=2
N k—1
1 n-1 1
= - k| — -1
22 (e ()7
k=1
On reconnait la somme partielle d’une série géométrique dérivée convergente, car ’%’ < 1. Donc X
admet une espérance et
+oo k—1
1 n-—1 1 1 n-—-1 1
E(X) = = k(= —1)=: — -1
=322 (S0 ()7 )= 122 (Y
k=1 n
_ Ll n-1/ w2
2 2 (n —1)2
_ 1_’_712—(71—1)2 _ 3n-—2
) 2(n—1)  2(n-—1)
Partie 3
6. a. A nouveau grace a la formule des probabilités totales, on a pour tout i € N*,
P(Y =2i+1) = Py (BiN---N B2 NBait1) P(U) + Pz (Bi1N -+ N By N Baiy1) PU).
Or 11n-11 111
— — n— n— n—
IPU(Blm"‘mBZimBQi+1) = - — .. — =
n n._n n n nn
—— —— ——
puisque ’on change d’urne a chaque tirage. D’ou
_ — n—1\"1
]P)U(B1ﬁ~~~ﬂB2¢mB2i+1) = ( 5 ) —
n n
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De méme,

1n-—-1 ln—1n-1
n n n n o n n

Py (B1N---N B2 NBaiy1) =

Il
A/ 3|~
3
S|
[\V)
—
N—
3
S|
—

On en déduit que Vi € N*,
P(Y =2i+1)= Py (BiN-- N B2 N Baiy1) P(U) + Py (B1N -+ N B2 N Baig1) P(U)
N AN N T AN S U C 5 O
T2\ n2 n 2\ n? n 2\ n? ’

Cette formule reste vraie si i = 0 puisque P(Y = 1) = 1.

. De facon similaire,

P(Y =2i) = Py (BiN---NBzi—1NBai) P(U) 4+ Pz (B1N---N Bai—1N By) PU).
Or
=1
n

—ll n—lln—ln—l
n o n n n n n

Py (El ﬂ--~ﬂ§2¢,1ﬂB2¢) = n

1
n )

puisque 'on change d’urne a chaque tirage. D’ou

— — n—1\"" /n—1)\>
]P)U(Blﬂ---ﬂBQZ;N’WBQi) =< ) < )

De méme, Pﬁ (El [AEE m§2i71 n Bzi) = (HT_zl)i_l %

n2

— i—=1 2 _
On en déduit que P(Y = 2i) = <n 1) & = Anas 2.

. Pour tout m € N*,

2m
Som = > kP(Y =k)
k=1
m m—1
= > 2P + > i+ 1)P(Y =2i+1)
=0
o fn—1\""n?—m42 1 (n-1)
- Yu (22 R e (")
i=1 1=0
42 -1\ n—1X (n-1\"" 1= (n-1)"
-t kit 2 Y (P) 2 (B
i=1 i=0 i=0
Les séries > 14 ( ) et > (;21)Z sont des séries géométriques ou géométriques dérivées
convergentes, car | | %”Tl . On en déduit que
im S n® —2n + 2 1 n—1 1 11
im o = z
P 2 n2 (1_n;1)2 n2 (1_L;1)2 2 1_nn721
_ 3n?
T 2(n2—-n+1)

. Soit m € N, on a

Samt1 = Sam = (@m+ 1B =2m+1) = 2L (nn_Zl)

. 5 min( 235t g 4
Ainsi, Som+1 — Som = % e ( n?2 ) —+> 0 par croissances comparées.
m—r oo

Comme la suite (S2.,) converge, la suite (S2m+1) converge alors également, vers la méme limite.
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c. La variable aléatoire Y admet une espérance si et seulement si la suite (Sp,) est convergente,
puisqu’elle est & termes positifs. Comme les sous-suites (S2m) et (S2m+1) sont convergentes
et convergent vers la méme limite d’apres les questions précédentes, on sait que la suite (Spm)
converge également vers cette limite.

377,2

Finalement, Y admet une espérance, et E(Y) = (w2 mntl)”

8. Le premier tirage étant identique, on a toujours P(X = 1) = % Par ailleurs, le protocole de cette
partie entraine que si les k — 1 premieres boules tirées sont blanches, alors ces tirages ont lieu dans la
méme urne. Comme on s’intéresse au premier rang ou une boule noire est tirée, les tirages se feront
toujours dans la méme urne, et la situation est la méme que dans la partie 1. X suit donc la méme
loi.
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