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DS 8
Corrigé

Exercice 1 — Questions indépendantes

1)n i
1. Dét 1 t d n
éterminer la nature des séries Z n2 y nz (2n n 1 g +

n=1
2. On considere I'endomorphisme f € Z(Rg[z]) donné par f: P+~ P+ P'.
a. Ecrire la matrice A de f dans la base canonique % = (1, z,22) de Ryz].

b. L’endomorphisme f est-il bijectif ?

=q)® ,. ,o. .
1.  — Pour tout n € N*, |%| = J; or lasérie ), ., 5 est une série de Riemann convergente.

On en déduit que la série Zn>1 (;# converge absolument donc elle converge.

— On a 7112 or la série Zn>1 12 est une série de Riemann convergente.

(2n+1)2 ~
Par comparaison des termes généraux positifs, la série Y -, m converge aussi.
>

ln(w) 1n(1+l) 1 1
— Come X — 0,o0na o e n) o, n — _1_
LN 9 Vn+4 Vn+4 Vn n3/2
Par comparaison avec la série de Riemann convergente Zn>1 nSlT’ on en déduit que la série

converge.

2. a. Comme f(1) =1, f(z) =z + 1 et f(z?) = 2% + 2z, on en déduit

1
A=Matz(f)=|0
0

O = =

0
2|, ot B=(1,z,2°).
1

b. Comme A est triangulaire et ses coefficients diagonaux sont tous non nuls, on sait que A est
inversible. Par conséquent, ’endomorphisme f est bijectif.

Exercice 2 — Etude d’un couple de variables aléatoires

Soient n € N et p €]0, 1[. On consideére des variables aléatoires discrétes N, X définies sur le méme univers
Q telles que

* N suit la loi binomiale #(n,p).

1 o« .
. . — sii <k,
* pour tous i,k € [0,n], Py_p(X =1i) = { ’“61 sinog

Pour k € [0,n], on note pr, = P(N = k).
1. Cours. Rappeler la valeur de pg pour k € [0,n].
2. a. Pour tous i,k € [0,n], déterminer P([X =] N[N = k]) & l'aide de py.

On pourra distinguer le cas ou i < k et le cas ou i > k.

b. Pour i € [0,n], montrer que P(X Z
k=i
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3. a. Compléter la fonction simuleX(n,p) suivante qui prend en entrée n et p, et renvoie une
simulation de la variable aléatoire X.

import numpy.random as rd
def simuleX(n,p):

N=...

X=...
return(X)

b. Compléter la fonction espX(n,p) ci-dessous qui prend en entrée n et p, et renvoie une esti-
mation de E(X).

def espX(n,p):
nsim=1000; S=0
for i in range(nsim):

return(...)

4. Exprimer E(X) sous la forme d’une somme double, et calculer E(X).

1. Pour tout k € [0,n], on a pr = P(N =k) = (})p*(1 —p)"".
2. a Sike][o,n],

P([X =4 N[N =k]) = Pi(X =i)P(N=k) = { wt sii€[0,k],

k

0 sinon
b. La famille ([N = k])k c[o.n] forme un systeme complet d’événements donc par la formule des
probabilités totales, pour tout i € N,

n

P(X=i) =Y P(X=dN[N=k) = Zle'

k=0

3. a. import numpy.random as rd
def simuleX(n,p):
N=rd.binomial (n,p)
X=rd.randint (0,N+1)
return(X)

b. def espX(n,p):
nsim=1000; S=0
for i in range(nsim):
X=simuleX(n,p)
S=S+X
return(S/nsim)

4. On a

E(X) = Zm(x:z') = Zzzlﬁl

Nous allons inverser 'ordre de sommation dans la double somme, ce qui est bien str possible car les
sommes sont finies. On obtient

k k n
- ;P NS Pe Nty pe k(4D L
E<X>*Z_Dk+1 - /<;+1ZZ* k+1 2 2;"””“
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Ainsi, on a E(X) = % > kPN =k) = FE(N) = <.
k=0

Exercice 3 — Optimisation d’une espérance de gain — d’apres Edhec 2022
Dans cet exercice, x et y désignent des réels strictement positifs.

Un commercant se fournit aupres d’'un grossiste pour constituer son stock au début de la saison, lequel
consiste en un certain nombre d’unités d’un produit de consommation.

Chaque unité vendue par ce commercant lui rapporte un bénéfice net de = euros alors que chaque unité
invendue a la fin de la saison engendre une perte nette de y euros.

Ce commergant doit constituer son stock au début de la saison et désire déterminer la taille n de ce stock
afin de maximiser son espérance de gain.

— On admet que le nombre d’unités qui seront commandées a ce commercant pendant la saison est
une variable aléatoire a valeurs dans N, notée X.

— On note Y, la variable aléatoire égale au gain (positif ou négatif) de ce commercant a la fin de la
saison.

— On désigne par U la variable aléatoire qui vaut 1 si X < n et qui vaut 0 si X > n.
On admet que ces variables sont toutes définies sur le méme espace probabilisé (2, &7, P).

1. En distinguant deux cas selon la valeur de U montrer que :

Y, = (aX - (n—X)y)U+nz(1-0).

2. a. Vérifier que la variable XU prend ses valeurs dans {0,...,n}.
b. Pour tout k € {1,...,n}, déterminer P(XU = k).

c. En déduire Pexpression de E(XU) sous la forme d’une somme faisant intervenir P(X = k)
pour k € {0,...,n}.

3. Déterminer la loi de U, et exprimer son espérance sous la forme d’une somme faisant intervenir

P(X = k) pour k € {0,...,n}.
4. Montrer que

E(Y,) = (x+vy) )Y (k—n)P(X =k)+na.
k=0

5. a. Pour n € N, exprimer E(Y,,41) — E(Y;,) en fonction de z, y et Y P(X = k), et justifier que
k=0

T
r+y

E(Yo+1) —E(Y,) >0 si et seulement si ZP(X =k)<
k=0

n
b. Que vaut lir_~r_1 > P(X = k)? En déduire qu’il existe un entier naturel ng tel que

YPX=k) <75 sin<ng
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¢. En déduire que le commercant est siir de maximiser son espérance de gain, en constituant un
stock de taille ng.

6. Une étude statistique faite au cours des saisons précédentes permet d’affirmer que X suit la loi de
Poisson de parametre a, ou a est un réel strictement positif.

a. Exprimer P(X = k + 1) en fonction de P(X = k).

b. Utiliser ce résultat pour compléter la fonction stock(x,y,a) en PYTHON, prenant en entrée
les valeurs de x, y et a, et renvoyant la valeur de ng.

import numpy as np
def stock(x,y,a):
k=0; p=np.exp(-a); S=p
while ...:
p=- ..
k=...
S=. ..
return ...

1. Soit w € .
— Supposons que U(w) = 1. Alors X(w) < n et Y, (w) = 2X(w) — y(n — X (w)) (il a vendu X (w)
unité(s) du produit et il lui en reste n — X (w)).
Par conséquent, on a bien (X (w) —y(n — X (w)))U(w) + nz(l — U(w)) = Ya(w).
— Supposons que U(w) = 0. Alors X(w) > n et Yo(w) = nz (il a vendu les n unités). Par
conséquent, Y, (w) = nz, donc (z(X(w) — y(n — X(w)))U(w) + nz(1 — U(w)) = Yn(w).
Finalement : Yw € Q, Y, (w) = (zX(w) — y(n — X (w)))U(w) + nz(l — U(w)), ce qui donne bien que
Yo, =(zX — (n— X)y)U +nz(1 -U).
2. a. Soitw e Q.
— Supposons que X (w) < n. Alors X (w) € [0,n] et U(w) =1 donc (XU)(w) € [0,n].
— Supposons que X (w) > n. Alors U(w) = 0 donc (XU)(w) = 0; (XU)(w) € [0, n].
Ainsi, la variable aléatoire XU prend ses valeurs dans [0, n].
b. Pour k € [1,n], on remarque que ’événement [XU = k] est réalisé si et seulement si I’événement
[X = k] Pest. Ainsi, on a P(XU = k) = P(X = k).
c. OnaE(XU)= S kP(XU=k)= S kP(XU =k) = 3 kP(X = k) = 3 kP(X = k).
k=0 k=1 k=0

3. Comme U(2) = {0,1}, on a U — HB(p), ou p =P(U = 1) = P(X < n). Par ailleurs,

4. OnaY, = (z+y)XU — n(z + y)U + nz, donc E (Y,,) = (z + y)E(XU) — n(z + y)E(U) + nx par
linéarité de 1’espérance.
Ainsi E(Yo) = (x+y) > kP(X =k) —n(z + y) > P(X = k) + nx, et en factorisant,
k=0 k=0

n

E(Ya)=(z+y) Y _(k—n)P(X = k) +naz.

k=0
5. a OnakE(Yau) = (z+) :i:;(k —n—DP(X = k) + (n+ Da.
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Comme le dernier terme de la somme est nul, on a

n

E(Yot1)—E(Ya) = (@+y)> (k—n—-1DPX =k)+ (n+1)z
k=0
—(z+y) Z(k —n)P(X = k) — nz.
k=0

Finalement, E (Yo11) —E(Ya) =z — (z +3) ) _P(X =k).
k=0

+oo
b. Comme ([X = k]),y est un systéme complet d’événements, on a Y P(X =k) = 1.

n k=0
Ainsi, si on note S, = > P(X = k) pour tout n € N,ona S, — 1.
k=0 n——+0o0o

Par ailleurs, P(X = k) > 0 pour tout k € N, donc la suite (S), -, est croissante.
Comme 0 < zz—y < 1,

> +

On note alors ng le plus petit de ces entiers, ce qui donne

la convergence de (Sy,), vers 1 assure qu’il existe un entier n tel que

{Sn< - si n < no,

z+y
Sn 2 ;5 sin2=mno, par croissance de (Sn)n

c. D’apres ce qui précede, on a E(Yn4+1) > E(Y,) pour tout n < ng, donc E(Y,,) > E(Y,) pour
tout n < ng.
Par ailleurs, E(Y,+1) < E(Y,) pour tout n > ng, donc E(Y,,) > E(Y,) pout tout n > ng.
Finalement, on a obtenu que E(Y,,) > E(Y,) pour tout n € N, et E(Y,,) est maximal pour
n = no. Ainsi, le commergant est stir de maximiser son espérance de gain en constituant un
stock de taille ng.

6. a. Pour tout k € N, on a

P(X=k+1) = et = L et = _°_P(X =k).

b. import numpy as np
def stock(x,y,a):

k=0; p=np.exp(-a); S=p

while S<x/(x+y):
p=p*a/ (k+1)
k=k+1
S=S+p

return k

Exercice 4 — Etude d’une fonction définie par une intégrale — Ecricome 2009

Le but de l'exercice est I'étude de la fonction f définie par par la formule suivante

“+oo
flx) = / e 2/1 4 x2e2t dt.
0

1. Domaine de définition de f

a. Justifier que pour tout réel a > 0, I'intégrale f0+°° e~ dt converge, et vaut %

b. Soit z > 0. Etablir la convergence de D'intégrale fOJrOO e 2t/1 + x2e2t dt.

2. Branche infinie de la courbe représentative de f

5/9



ECG1 2024-2025

a. Vérifier 'encadrement suivant, pour tout réel z strictement positif et pour tout réel ¢ positif

ou nul : .

o—
zel <1+ 222t < zet + —.

2x

b. Prouver que, pour tout réel x strictement positif, on a :

1
r< fle) <o+ —.
f) <ot o
¢. En déduire que lim,_, o | — f(x)] = 0, puis que la courbe représentative de f admet une

asymptote oblique au voisinage de 400, donc on donnera 1’équation.
3. Dérivabilité et monotonie de f

a. A laide du changement de variable v = ze?, que I'on justifiera, prouver la formule suivante
lorsque z est un réel strictement positif :

+oo U
fay=a? [T HEE

du.
w3

b. Montrer que la fonction f est de classe € sur |0, +-00[ et que sa dérivée est donnée, pour tout
réel x strictement positif par :

2f(x)—\/1+x2'

!/
xT) =
') -
On pourra remarquer que f(z) se récrit f(z) = x* (ffoo 7”:;,“2 du — flw v 1:5“2 du), et intro-
duire une primitive de la fonction g : u +— ~ 1;5“2 sur 10, +oof.

c. Justifier, pour tout réel x strictement positif, I’égalité suivante :
Hoo du

© uv1+u2’

du par intégration par parties, pour y > 0 fixé.

2f(x) = V1422 + 22

Y +/ 2
On pourra commencer par calculer, f; %

d. En déduire que f est strictement croissante sur ]0, +o0.
4. Etude locale de f et [’ en 0
a. Justifier que la formule suivante est valable pour tout réel = strictement positif :
In(x) T win(u)

oo du
_— + e GO
/_T uV/1 + u? Vita? S (1+u2)*?

L T wlnu
et que l'intégrale 35 du est convergente.
o (1+4wu?)

b. A laide des questions précédentes, démontrer alors que l’on a :
1 2]
F@) ~ —oh@) o f@)-1 ~ 220

z—0t 2 z—0+ 2

c. En déduire que f est une fonction de classe € sur [0, +oc | et préciser la valeur de f/(0).

1. a Poury>0,o0na

y y
/ e dt = [flef‘“} _1 (1-e"") — 1
0 0

a a y—+oo a
o0 —
Donc f0+ e~ dt converge et vaut %

b. La fonction t — e~ 2*y/1 + x2¢2 est continue sur [0, +oo|, I'intégrale considérée est impropre en
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+00. Si x = 0, la convergence de 'intégrale a été démontrée dans la question la. On suppose
maintenant x # 0.

On remarque que 1+ z2e* ~ z%e?', donc 1+ 22e2* ~ +/z2e2 ~ zel car z > 0.
t o] t

t—+4o00 —+ —+400

Ainsi, e 21 + 222 ~ e ez ~ ze Tt
t——+o0 t—+4oo

Puisque l'intégrale f0+°° e~ dt converge, par critére de comparaison pour les intégrales de fonc-
tions positives, on en déduit que f0+°° e~ 2'/1 + x2e2t dt converge.

2. a. Soient x > 0 et ¢t > 0. Alors z2e?t < 1 + z2e%, de sorte que zet = Vz2e2t < /1 + 2262,
o2t
4x2
racine (les termes de I'inégalité étant positifs), il vient :

> 1+ z%e?, de sorte que par passage & la

s\ 2
D’autre part, on a (met + %) =z2e? +1+

—t

V1 + 222t < xet + e—.

2x

b. En multipliant les trois termes de I'inégalité précédemment obtenue par e~2, il vient

6731&

Vo >0, Vt >0, ze ' <e /14222 <ze '+ 5"
a

Comme les intégrales f0+°° ze tdt, f0+°° e 2 \/1+ x2e2t dt et f0+°° e;jt dt sont convergentes, la
croissance de l'intégrale donne

“+ oo “+ oo . “+ oo 1 +oo
/ ze tdt < / e 2\ /1 + x2e2t dt < x/ e tdt+ / e 3t dt.
0 0 0

A %
Mais en utilisant le résultat de la question 1la, il vient alors

1
< < —
m\10(55)\55""6:6

c. Ona0< f(z) — 2 < &, donc par encadrement, f(z) —a —»> Oet |f(z) —z| — 0.
i T —r—+00 r—+00
Ainsi, on en déduit que la courbe représentative de f admet une asymptote oblique d’équation
y = = au voisinage de +oo

Rappel : si f(x) — (ax+b) = 0 alors €y admet une asymptote d’équation y = ax+b en +oo.
xr—r o0

3.  a. La fonction t — ze’ est strictement croissante sur Ry, et de classe €, donc le changement de
variable est justifié. Notons que l'intégrale définissant f est convergente, donc 'intégrale obtenue
apres changement de variable ’est encore.

Lorsque t — 0, on a u — z, et lorsque t — 400, on a u — +00.

Par ailleurs, v = ze’ <t = In (%) et donc dt = %% du = %. Il vient donc

+o0 foo 2 . i
s@=[Cervirma= [T O ired o [TV,
L T w u z

3
U
b. Notons qu’on a

to T2 . [t VITd? * TTu?
Y du= g du— [ du
x 1 1

u3 u3

V1+u?

La fonction g : u — ~—5— étant continue sur [1, 2], elle admet une primitive G sur cet intervalle.

On a alors

ud

f@) = 2? (/1+w@du—G(x)+G(l)>

On en déduit que f est de classe €' sur ]0, +oo[ comme produit de telles fonctions : en effet, G
a pour dérivée la fonction continue g sur |0, +oo[, donc est de classe € sur cet intervalle.

Par ailleurs, la dérivée de f est donc donnée par :

/+°° \/1+u2du_1:2\/1+x2 _ 2f(x) = V1422
- ud T3 B ’

Va €]0, oo, f'(z) = 2z p
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c. Soient x > 0 et y > x. Les fonctions u — 1+ u? et u — —# étant de classe € sur [z,y],
une intégration par parties sur le segment [z, y] donne

/y Vifad {_\/1+u2]y+/y du o VIfa? \/1+y2+/y du
. ud 202 | J, 2uVIFu? 22 2y? e 2uV/1+ u2

Lorsque y — +o0, on a

Vity: V21

2y2 Yy—r—+o00o 2y2 Yy—r—+o00 2y Yy—r+o0o

+oo du o A
D’autre part, —~—— ~ —— donc —%— du converge par comparaison a une
p ’ 2ur/14u2 u—+oco 2u3/2” fz 2ur/14u? gep p

intégrale de Riemann. Ainsi,

lim g du _ /+°° du
y—+oo J. 2u/1+ u? z 2uv/1+ w2
On en déduit que
oo /1 4+ u? . Y /14 u? V14 x? e du
—————du= lim du = + —_—
i g y—too J u3 212 » 2uv/1 + u?

Et donc, en multipliant par 222, on obtient bien 2f(z) = V1 + 22 + z° f:oo u\/%.

d. On déduit de ce qui précede que f'(z) == f;oo o

uy/ 1+4+u?2 ’

La fonction u +— est strictement positive sur Ry, donc son intégrale sur [z, +oo | aussi.

1
uy/1+u?
On en déduit que pour tout = > 0, f'(z) > 0, donc f est strictement croissante sur R.
1

\V1+u?2

donc une intégration par parties sur le segment [z,y] donne

/y du _|: In(uw) ]y+/y ulnu du — In(y)  In(z) n Y wln(u) du
. wil+uz  [VI+u? o (1+u2)*? Vity?r Vitzz S, Vituwr

In(y) ~ In(y 0.
V1t+y?2 yo+oo Y y—otoo

De plus, au voisinage de +o00, on a uo‘% ~ aulnu @2y,
(1+u2) U—+00 @ U—+00

3/2  wulnu
—u2L - — 0, de sorte que
(1+u2)3/2 u—>+00 ’ 4

4. a. Soient x > 0 fixé et y > x. Les fonctions u >

et u — Inwu sont de classe €* sur [z, ],

]

Lorsque y — +o0, on a

En particulier, pour o = 3/2, on a u

ulnu 1
(1+u2)3/2 o u—>0+oo ’LL3/2 ’

. N 0 , . 4 . —+ oo
Par comparaison a une intégrale de Riemann convergente, on en déduit que fo (“1% du
14w
converge.

Il en est donc de méme de [ (1_:1%
u

Y  wulnu du — T ulnu d
e Trup vt J,  (Trur)

On déduit donc de ce qui précede que

du, de sorte que lorsque y — +o0,

e du . g du Inz T ylnu
— M gim [ — _du=-——2% 4 R du
e uw/IFu2  v=teo ), w1+ u? Vitar S (14u2)¥

+oo ulnu

) W du. Comme

Montrons la convergence de

ulnu
—m ulnu — 0
(1 + u2) u—0+ u—0+
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par croissances comparées, fol (1:1% du est faussement impropre en 0 , donc convergente.
Nous avons déja prouvé la convergence de 1+°° (li‘iﬁ du, donc ceci conclut.

. Ona: n +
o0 du zlnz > ulnu
!
B?) = & ———du=——"——~—+7 —————du
f@) ,/z uv/1+ u? V1+ 22 s (1+u2)*?
S Inz i T ylnu du
Vita® S (1+u?)?? '
P de l'inté 1 +oo ulnu d N +oo ulnu du.
ar convergence de P'intégrale, on a | ) u — I ) u
Inz +oo ulnu _ In x
Comme — Tt oo In(z) = +o0, on a [ [u2) du =0 <f \/1+7) et donc
Inz T ulnu Inz

S ———— ~ —Inzx.

— 4 " _du ~
Vit Jo (1+u2)¥? emot V1422 asot

Par conséquent, f'(z) ~ -—zlnz.
z—0t

De méme, en combinant les résultats des questions 3.c et 4.a, on a

1_Vi+a2 1 o° 1 ol
f(:c)—f: +x _7_’_:5 _ nx n unu32du
2 2 2 2 V1 + x2 v (1—|—u2)/

. s . N 2
Mais d’une part, nous savons que le second terme est équivalent & —%- Inx. D’autre part,

Vit —1=141a+ o (x2)71:£2+ o (2%) ~ i
2 x—0 2 x—0 z—0 2
/142 1 ol
de sorte que Y—5— — 3 i Zro
Or % = o (:1:2 lnx), donc on en déduit que ~ 1;3”2 = % = o (x2 lnx).
z—0t z—0+
Ainsi,
1 z?lnx > z2Inx
) =353 telhe) 5 -

4.c. On a, par la question 1.a, f(0) = f+°° e 2t dt = % et donc

0
Tz M = & — lim
z—0+ az z—0+ az T——+00 2

Donc f est dérivable en 0 et f'(0) = 0.

D’autre part, lim,_, o+ f'(z) =lim,_,q+ —zlnz = 0= f'(0).

=

Donc f’ est continue en 0 . Puisque nous avions déja prouvé que f est de classe €' sur 10,400,
on en déduit que f est de classe € sur [0, 4-o0l.
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