ECG1 - Lycée Gabriel Touchard

2024-2025

13. Polynémes

Exercice 1. Effectuer la division euclidienne de A par B dans les cas suivants :
1. A(z) =23 —-322 et B(z)=22—z2+2.
2. A(x) = —162* — 642 —x — 100 et B(z) = 42? + 4z + 10
3. A(x) =2+ 622 — 22 +5 et B(x)=2°—22+4r—4

Exercice 2. Soient A et B les polynomes définis par A(z) = 2* — 423 +ax? — 42+ b
et B(z) = 22 — 4z + 5. Déterminer les valeurs des réels a et b pour que B divise A.

Exercice 3. Factoriser les polynémes suivants.

1 Alw) =23 — 222 -2z +2
2. B(z) =25 —72% -8

3. Clo)=a* + a2+ 1.

Exercice 4. On pose B(z) = (z — 1)%

1. Effectuer la division euclidienne par B des polynoémes suivants :

a. Ag(z) =223 — 322 + 1 b. Az(x) = 32t — 42® + 1.

2. Soit m un entier supérieur & 2. Déterminer en fonction de n les réels a,, et b,
pour que B divise A, ou

A, (z) = anz™ T + by + 1.
Exercice 5. On considére le polyndéme P, défini par
Puz)=(1+z)(1—2")+((2-n)2" —n*z"(1—2)+n—2 o n>2.

1. Développer et ordonner P,.

2. Montrer que 1 est racine double de P,.

Exercice 6. Trouver tous les polynomes P de Rs[z] tels que P(1) = P(—1) = 1,
P(2) =4 et P(~3) = 0.

Exercice 7. Soient deux polynéomes P et Q tels que P?(x) = (z —1)Q?(x). Montrer
que P=Q =0.

Exercice 8. Que peut-on dire de trois polynémes P, @ et R de R[z] vérifiant :
VreR, P(z)?—2Q(z)?>+R(z)*=07

Exercice 9. On définit la suite de polynomes (P, )nen par Po(z) =1, Pi(z) = —2x
et pour tout n € N,
Pio(z) = —22P,11(z) —2(n+ 1) P, ().
Déterminer P, P3, puis conjecturer les valeurs du degré et du coefficient dominant
de P,. Conclure en raisonnant par récurrence.
Exercice 10. Soient n € N* et le polynome P défini par P(z) = (22 —1)".
1. Montrer que pour tout k € [0,n — 1], P®)(1) = P®)(~1) = 0.
2. Montrer que la dérivée n-iéme de P est une fonction polynomiale de degré n qui
admet n zéros distincts strictement compris en —1 et 1.

Exercice 11. Soient n et m deux entiers naturels. On pose
Plx)y=(14+z)" et Q(z)=(1+z)™

1. Ecrire le produit (PQ)(z) sous forme développée de deux maniéres différentes.

P
e e QO3
k=0

n 2
n
3. En déduire ensuite une expression simple de g ( k) .
k=0

Exercice 12. Soient a € R et P un polynoéme de degré n, avec n > 1, tel que
o P(a) >0,
o P (a) > 0 pour tout k € [1,n].

Montrer que P n’a aucune racine dans [a, +00].

Exercice 13. Le but de cet exercice est de déterminer ’ensemble des polynomes P
de R[] vérifiant
VzeR, P(z)+Plxz+1)=0. (E)
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On raisonne par analyse synthése.
1. Analyse. Soit P € R[z] vérifiant (E).
a. Montrer que pour tout réel z, P(z) = P(z + 2).
b. Montrer que pour tout entier n, P(0) = P(2n).

c. En déduire que le polynome @ défini par Q(z) = P(z) — P(0) est nul et
donner une expression de P.

2. Synthese. Conclure.

Exercice 14. Soit P un polynéme de degré n. Montrer que I’équation P(x) = e*

admet au plus n + 1 solutions réelles.

Exercice 15. On considére 1'équation
(x> +1)P"(2) — 6P(x) = 0 (E)

dont I'inconnue est une fonction polynomiale P.

1. Montrer que si P est solution de (E), alors pour tout « € R, aP est également
solution de (E).

2. Montrer que si P est un polynéme unitaire, alors sa fonction polynomiale asso-
ciée est solution de (E) si et seulement si P(z) = 23 + .

3. En déduire l’ensemble des fonctions polynomiales solutions de (E).

Exercice 16. Soit n € N. Le but de cet exercice est de démontrer la formule de
Taylor qu’on rappelle : pour tout polynéme P de R, [z] et tout a € R,

" pk) (g
Py =3 TP ap
k=0 ’

et d’en considérer des applications.
1. Cos particulier : on considére le polynome P défini par P(z) = 2% + 1.
a. Pour a € R, calculer P*)(a) pour tout entier naturel k.
b. Vérifier la formule de Taylor pour P.
2. Preuve de la formule de Taylor

a. Soit Q = Y a;2" € R,[z]. Montrer : V& € [0,n], k! ar = Q™) (0).
i=0

b. En déduire la formule de Taylor pour @ avec a = 0.
c. Montrer la formule générale en utilisant le polynéme Q(x) = P(z + a).

3. Soit P défini par P(z) = (x + 2)". En utilisant la formule de Taylor, calculer
P*)(0) pour tout k € [0,n].

4. Soit P un polyndéme non nul de R[z]. Démontrer en utilisant la formule de Taylor
que a est une racine de multiplicité m de P si et seulement si

Yk e [0, m — 1], P®(a) =0, et P™(a) # 0.

Exercice 17. Soit P un polynome de R[z] tel que : Vo € R, P(z) > 0. Le but de cet
exercice est de montrer qu’il existe deux polynémes R et S tels que P = R? 4+ S2.

1. Montrer que P est de degré pair, et que son coefficient dominant est positif.

2. Justifier qu’il existe n et p deux entiers naturels tels que P s’écrive
n
P(z) = [[ (@ = ox)™ Ri() ... Rp(2),
k=1

avec ap < --- < «p des racines réelles distinctes de multiplicités respectives
mi,...,my et Ry,..., R, des polynomes de degré 2 & discriminant négatif.

3. Montrer que pour tout i € [1,n], m; est un entier pair.

On pourra raisonner par l'absurde en supposant m; = 20; + 1, avec ¢; € N, et
P(x)

4. Montrer que pour tout j € [1,p], R; s’écrit comme somme de deux carrés de
polynémes.

considérer

5. a. Soient A, B,C, D quatre réels. Montrer que
(A% + B*)(C? + D*) = (AC + BD)* + (AD — BO)~.

b. Conclure.



