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17. Espaces vectoriels de dimension finie et somme
directe

Exercice 1. Soient u = (—1,1,1),v = (1,—-1,1), et w = (1,1, —1).
1. Montrer que (u,v,w) est une base de R3.

2. Déterminer les coordonnées de (2, 1,3) dans cette base.

1. Ona rg(u,v,w) = I‘g((—l,l,l), (07072)7 (07270))
= rg((717151)7 (07270)7 (0705 2))
Ainsi, rg(u,v,w) = 3, et la famille (u,v,w) est une famille libre de cardinal 3,

donc c’est une base de R3.

2. On cherche a,b,c € R tels que (2,1,3) = au+ bv+ cw. On trouve a = 2, b = g,
3
CcC = 5-

Exercice 2. Montrer que la famille (Py, P2, P3) de Ra[x], ot Py(z) = (z — 1)(z — 2),
Py(z) = (x —1)(x +1) et P3(x) = (x + 1)(z — 2) est une base de Ra[x].

s R
1ére rédaction : Supposons que aPy + bPs + cPs = ang[;,;]7 ou a,b,c € R, et montrons

que a=b=c=0.0On a

aPl(l) +bP2(1) +CP3(1) = 0 —2¢c = 0
aPy (2) =+ bP2(2) + C.Pg(?) = 0 i.e 3 = 0
aPy(=1) + bPs(—1) + cP3(-1) = 0 6a = 0

Finalement, on a bien a = b = ¢ = 0, et la famille (Py, P2, Ps) est libre. Comme il

s’agit d’une famille de libre de cardinal 3 = dim Ry (], (Pi, P2, Ps) est une base de

RQ[ZB]

2¢eme rédaction : On a rg(P1, P2, P3) = 1g(P1,P— Pi,P3— Pp)

= 1g((z —1)(z —2), 3(z—1), 2(x — 2))
rg((z —)(z—2), x—1, z—2)

= rg((z—-1)(z—2), z—1, -1).

Ainsi, la famille (P, P2, P3) est une famille libre de cardinal 3, c’est donc une base de

Rz [CL‘] o

Exercice 3. Déterminer la dimension et une base de F' dans chacun des cas suivants.
1. F= {(x,y,z) €R3 4z —5y+2 :0}‘
2. F={(z,y,zt) €RY, z+y=z+t=0}.
3. F={(y+z o+2y+z 22) €RY, z,y,2 € R},

4. F:{(? Z)eMQ(R), a+b+c+d=0}.

5. F = {(tn)yer» Y0 €N, thnin = Bun g1 +up =0}

neN»

Exercice 4. Montrer que les espaces vectoriels F' = {(x, y,2) ER3 2 —y+ 2= O}
et G = Vect((1,1,-1),(1,2,0)) sont égaux.

Exercice 5. Soient a € R et n € N*.

1. Montrer que la famille

est une base R, [z].

2. En déduire la formule de Taylor : pour tout P € R, [x],

" (x — a)k.

P(z) = Y P®(a) o

k=0

1
Exercice 6. Soit F' = Vect (I3,J),ou J = [0
0

O =N
= o O

1. Déterminer la dimension de F'.

2. Montrer qu’il existe a,b € R tels que J2 =alz3+bJ.
3. En déduire que, pour tout n € N, J" € F.
4

. Trouver toutes les matrices M € F telles que M? = I3. De méme avec M? = J.

Exercice 7. 1. Déterminer le rang des familles suivantes.
a ((2,1,-1), (0,1,2), (6,1, —5)).

b ((1,2,—1,1), (0,1,1,1), (2,3,-3,1), (—1,0,3,1)).
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c. ((2,1,-1), (0,1,2), (6,5,1)).
2. Soient e; = (1,2,3), e2 = (0,1,1), e3 = (1,0,1), 4 = (2,1, 3).
a. Déterminer le rang de la famille (eq, eq, €3, e4).

b. La famille est-elle génératrice de R3 ?

Exercice 8.
1. Montrer que F = {(m,y,z,t) ERY 2r—y—2—t= 0} est un sev de R%, et en
déterminer une base. De méme pour G = {(a:, y,2,t) ERY, o —2y+2+t= 0}.
2. Déterminer une base de FFNG.

3. On pose H = Vect (v1,v2) ou vy = (1,0,1,1),v3 = (0,1, 1,1). Montrer que FNG
et H sont supplémentaires.

1. -~ Ona F = {(z,y,2,2z—y—2), z,y,z € R} .
= VeCt((1507072)7 (07150771)7 (07071771))
On en déduit que F est un sev de R* et la famille échelonnée
((1,0,0,2), (0,1,0,—1), (0,0,1,—1)) est une base de F.
7Ona G = {((L’,y72771'+2y72§)7 xayazeR} .
Vect ((1,0,0,-1), (0,1,0,2), (0,0,1,—1)).
On en déduit que G est un sev de R* et la famille échelonnée
((1,0,0,-1), (0,1,0,2), (0,0,1,—1)) est une base de G.

r—2y+z+t = 0
2. Ona (z,y,2,t) e FNG & {Qx—y—z—t - 0
r—2y+z+t = 0
< { By—32—3t = 0
r = z+t
< {y = ZaU

Finalement, FNG = {(# +t,z +t, 2,t), z,t € R} = Vect ((1,1,1,0), (1,1,0,1)).
La famille libre (vs,v4) ot v3 = (1,1,1,0) et vs = (1,1,0,1)) est donc une base
de FNG.

3. 1l suffit de voir que la famille obtenue en concaténant les bases de F'NG et H est

une base de R%. On a

rg((1,0,1,1), (0,1,1,1), (1,1,1,0), (1,1,0,1)
= rg((1,0,1,1), (0,1,1,1), (0,1,0,—1), (0,1,—1,0))
= rg((1,0,1,1), (0,1,1,1), (0,0,—1,-2), (0,0,—2,—1))
= rg((1,0,1,1), (0,1,1,1), (0,0,—1,-2), (0,0,0,3))

I'g(’Ul, V2, V3, U4)

Ainsi, rg(v1,v2,vs,v4) = 4, et la famille (v1,v2,v3,v4) est une famille libre de
4 vecteurs de Rs[z], c’est donc une base de Rz[z]. Nous avons donc montré que
F NG et H sont supplémentaires.

Exercice 9. Soit n € N*.

1. Montrer que 'ensemble .7, (R) des matrices symétriques et ’ensemble o7, (R)
des matrices anti-symétriques sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires

de A, (R).
2. Déterminer la dimension de .7, (R) et 7, (R).
Exercice 10. Soient les sous-espaces vectoriels de R :
F = {(un),en € RY, (un) converge},
N .
6 = {(ue € R, tim_u, =0},

H = {(un), ey € RY, (u,) est constante} .

Montrer que FF =G & H.

Exercice 11. On note E l'espace vectoriel des fonctions dérivables sur R, et on
considére les sous-espaces vectoriels de E :

F={fekE, f(0)=f'(0)=0}, et G={z+>ax+b, a,becR}.

Montrer que F' et G sont supplémentaires.

Exercice 12. Soit £ = %([0,7],R). On définit F' = {f € E, f(0) = f(§) = f(m)}
et G = Vect (sin, cos).

1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de E.
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2. Montrer que F' et G sont supplémentaires. degré), c’est une base de V, et dimV = 2.
On sait par ailleurs que dim F'+ G = dim F' + dim G = 2 comme la somme
Exercice 13. Soit F = R3[z]. On définit les sous-espaces vectoriels de E : est directe. Par conséquent, V = F' + G.
On a ainsi montré FNG = {Ogjy 1} et V=F+G,donc V =F & G.
F = {(PeE, P0)=P(1)=P2)=0}, SR I nE =) |
3. D’aprés la question précédente, il suffit de montrer que £ =V @ H. On sait que

G = {PeFE, P(1)=P(2)=P(3) =0}, B = (x(x—1)(x —2), (x—1)(x —2)) est une base de V, et B’ = (2%,1) est une
H = {P€E, P(—z)=P(x)}. base de H. Par ailleurs

1. Déterminer une base de F, G et H. rg(BUR) = rgla(z—1)(z—2), (z—1)(z—2), >, 1)

2. Montrer que F @& G ={P € E, P(1) = P(2) =0}. = rg(z(z—1)(z—2), (z—1)(x—2), 3z -2, 1)

3. Montrer que E = (F&G) & H. La famille échelonnée en degré (z(z — 1)(z — 2), (z — 1)(z — 2), 3z — 2, 1) est

libre donc rg(Z U %') = 4, et BU %' est une base de Rs[z], car dim R3[x] = 4.

: : ) On a donc bien montré que FF & G =V et H sont des sev supplémentaires de FE.
1. — On sait que si P € Rsfz], alors P € F ssi P est de la forme P(z) = L J

ar(z — 1)(z — 2), ot a € R. Finalement,

F = {az(z —1)(z — 2), a € R} = Vect (z(z —1)(z —2)). .
Exercice 14. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel de
Ainsi, F' est engendré par un seul vecteur non nul. Par conséquent, dim F' = dimension finie F tels que

1, et (z(xz — 1)(x — 2)) est une base de F.

— De maniére analogue, ((z — 1)(z — 2)(z — 3)) est une base de H.

~ Si P(z) = az® 4+ ba® + cz + d € Rsz], alors Montrer que F NG # {0g}.

dimF +dimG > dim E.

PeceH & ar®+bx’+cx+d=—az®+bx’>—czx+d
& 2ax° + 2cx = OR[z]
& a=c=0. GCH, FNG=FNH e F+G=F+H.

Exercice 15. Soient F, G, H trois sous-espaces vectoriels de E. On suppose que :

Ainsi, P = {ba® +d, b,d € R} = Vect (z°,1). Comme la famille (z*,1) 1. On suppose que E est de dimension finie.

est libre, c’est une base de H. a. Montrer que dim G = dim H.

2. — Montrons que la somme F + G est fiirecte :si P E F NG, alors P est b. En déduire que G = H.
un polynéme de degré au plus 3 qui posséde 4 racines : 0, 1, 2, 3. Par . L .
conséquent, P est nul. On a donc bien montré N G = {Og(y) }- 2. On suppose que E est de dimension infinie. Montrer encore que G = H.
— Montrons que V = F + G. ot on note V = {P € E, P(1) = P(2) = 0}. .
Comme FCVetGCV, FetGsontdessevdeV,etona F+GCV. Exercice 16. Soient E; et E, deux espaces vectoriels de dimension 2 de bases res-
Si on montre dim V = dim(F + G), on aura alors montré V = F 4 G. pectives (u1,v1) et (uz, va).
Ona V = {(az+b)(z—1)(z—2), a,beR} 1. Montrer que la famille composée des vecteurs
= Hax(x —1)(x—2)+ bz —1)(x —2), a,b € R
~ Veet(oto s e (oD By 1= (01,0m), 2= (00,05,) &5 = (05, m) <5 = (O, w2)
Comme la famille (z(z — 1)(z — 2), (z —1)(z — 2)) est libre (échelonnée en est une base de E7 x E9, dont on admettra qu’il forme un espace vectoriel (avec

les lois + et - données par (u,v)+(v',v") = (u+u',v+0") et A-(u,v) = (Au, \v)).
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2. En déduire la dimension de E; x FEs.

3. En généralisant le résultat précédent, montrer que si dim E; = n et dim Es = p,
alors dim (Ey x Es) = n + p.

Exercice 17. Soient FE un espace vectoriel de dimension finie et F,G deux sous-
espaces vectoriels de E. Le but de cet exercice est de montrer la formule de Grass-
mann :

dim(F + G) = dim F 4+ dim G — dim(F N G).
Soit Fy un supplémentaire de F'N G dans F c’est-a-dire F} & (FNG) = F.
1. Montrer que F1 @G =F + G.
2. En déduire la formule de Grassmann.

3. Montrer que F et G sont supplémentaires si et seulement si F' + G = E et
dim F + dim G = dim E.




