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2. Nombres réels, équations, inéquations

Techniques de calcul

Exercice 1.

1. Soit n € N. Factoriser les expressions suivantes :
a. 9t —ont2 _ 3 x 32,
2n
2 1
b — —5x27207 L L7 (2 .
0 < (3)
c. 3 (=1)" — (—9)".

73y2

(wy=1)*

2. Soient z,y € R*. Réduire

Exercice 2. Simplifier les expressions suivantes :

L (VT 2B VT avE) 4 —e~m(3),
2. Vazr? —4r + 1. 5. ln< exp(—lll(eQ))>.
V9 3 -
3. \/g—\/ﬁ—’—\/g—i-\/ﬁ' 6. exp<3ln(e 3))
Inégalités

Exercice 3. Soient z,y € R} tels que 1 <z < y. Montrer que

<

< | =

Exercice 4.
T
1. Montrer que pour tous z,y > 0, — + LA > 2.
y o

b 3
2. En déduire que pour tous a,b,c > 0, on a b—(il—c+a+c+ a—c&—b > oh

Indication : on pourra appliquer la question précédente aux dénominateurs.

2 2 2
_9 _
L Onal4¥ o Ay -2y (@) o oapg TV
y oz Ty zy y =
b b b b
2. D’apréslaquestionprécédente,onaZ_—::z aj—z/ ’Zic+aiz>26tZIg+ZIc>2'

Si on somme ces trois inégalités, on obtient :

a+c+b+c+a+b+b+c+a+c+a+b
b+c¢c b+c a+c a+c b4+c b+c a+b a+b a+b a+b a+c a+tc

a b c
2 3 > 6.
<b+c+a+c+a+b> +

b c>3

Cette derniére inégalité donne bien b i - + atec + atb> 2

SC2

Exercice 5. Montrer : Vo € Ry, e” — =) > 1.

Equations, inéquations

Exercice 6. Etudier le signe des fonctions f et g sur leur ensemble de définition, ou

o 422 — 12249

2
LT + 1)(2x D(lnx + 1 N S
f (:ZJ )( )( )7 g 9 — 2572

Exercice 7. Résoudre les équations suivantes :
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L (z4+1)@?-3z+1)—22+22x+3=0 3 /w-l—l_l
2. 3226 — 16222 = 0 1—z
3. 823 — 27 =0 9. Va2 +1-3=0
4 x—|—l_2 10. Vx +1=2x
Ca—1 1. V22 +3—Vz+2=2
5 L _ f”_; 12. In(z 4 2) + In(z — 2) = In(2z + 11)
T T —
r—1 . 13. In(—xz) = 0.
R s 14. e +20+1 = @
7. Ve —1=4 15. 2e7% —6e” =1
1. Les solutions sont —1 et 2. variable y = \/x, et résoudre ainsi l’équation poly-
2. Les solutions sont 0, _% et % nomiale y + 1 = 2y?, puis en déduire la solution.
3. L’unique solution est % 11. Voir DM 2.
4. L’unique solution est 3. 12. Le domaine de validité est ]2, +oo[. L’équation se
5. Il n’y a pas de solution. récrit In((z + 2)(z — 2)) = In(2z + 11), ou encore
6. L’unique solution est % (z+2)(z —2) = 2z 4 11 par stricte croissance de la
7. Il y a une seule solution : 17. fonction In (ou en passant a I’exponentielle). Ainsi,
8 L 1 luti 0 on résout z2 — 2z — 15 = 0, dont les solutions sont
- asewle .SO e —3 et 5. Comme —3 n’est pas dans le domaine de
9. Les solutions sont —2v/2 et 2v/2. validité, la seule solution est 5.
10. L’équ'ation se récrit /x = 2z — 1. Elle r}’est vali'de 13. La seule solution est —1.
que siz > 0 et 2x — 1 > 0, ce qui revient & dire
que T € [%, ~+oo[. Sur cet intervalle, I’équation est 14. Il n’y a pas de solution.
équivalente & z = (2z — 1)*, du fait que les deux 15. En multipliant par e” > 0, on remarque que ’équa-
membres sont positifs. On est ramené a résoudre tion se récrit 6e>* +e”—2 = 0. On pose alors y = %,
42®> — 5z 4+ 1 = 0, dont les solutions sont 1 et %. . . [ 6yt +y—2
Sur ces deux solutions, seule 1 est dans l'intervalle et I'équation équivaut a y>0
de va,ulidité, c’est donc la seule solution de ’équation Les racines de I'équation polynomiale sont % ot — % 7
de départ. donc la seule solution est y = %, ce qui donne
N.B. On aurait pu aussi utiliser le changement de rz=Iny = ln% = —1In2.
Exercice 8. Résoudre les inéquations suivantes :
1 2
L =30+ 5 < Zut2 9. v =3 < ~1
2. 4?46z —5<0 10. 2z +1< Va? +8
3. 22 -3z+2>x—-2 11. Ve + 1> V222 + 2
4. (z—1)2<1 12. In®(z) > 1
3 2
5'Ji_x —z-2<0 13. In(z) + In(x + 1) > In2
T
6. ;<§ 14. e722 —e7% > 0
7 1_$2>3_37 15. e > 3e?
2c — 2 2 16 _$2+3$_2;p>0
_ . ——————e¢
8. Vx—3>4 4-3x -~
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. L’équation se récrit itz + g > 0, soit x > %‘ L’en-

semble solution est dzz)nc (55, F00l.

Les racines du polynéme —z2 + 6z — 5 sont 1 et 5,
donc I’ensemble solution est | — oo, 1{U]5, +-00].
L’équation se récrit 2 —4x+4 > 0, soit (z—2)% > 0,
qui est toujours vérifiée. On voit donc que les solu-
tions sont tous les réels.

En passant a la racine, I’équation se récrit |z — 1| <
1, s0it —1 <x—1<1, ouencore 0 <z < 2. Len-
semble solution est donc [0, 2].

On peut aussi développer, et ainsi récrire I’équation
z2 — 2z < 0, ce qui redonne le résultat.

5. Voir DM 2.

10.

Le domaine de validité est R*. En mettant les
termes sur le méme dénominateur, ’équation se ré-

crit ”22;2 > (0. Un tableau de signe donne alors que

I’ensemble solution est | — 1/2,0[U]v/2, +ool.

Le domaine de validité est D = R\ {1}. Par ailleurs,

1-22 _ (1—x)(+=z) _ _ 14a
Onao =S = "3@1) 2

tion se récrit —% > %, qui n’est jamais vraie. Il n’y
a donc pas de solution.

, donc sur D I’équa-

Le domaine de validité est [3,+oo[. Les deux
membres étant positifs, on peut passer au carré, et
I’équation équivaut & z — 3 > 16, ce qui se récrit
z > 19. L’ensemble solution est [19, +oo].

Le domaine de validité est D = [3, +oo[. Pour tout
z € D,x—32>0,donc v — 3 < —1 n’est jamais
vrai. Il n’y a donc pas de solution.

Pour tout z € R, 22 +8 > 0, donc le domaine de va-
lidité est R. On note que 2z + 1 > 0 si et seulement

six > —%.
~ Siz €] —o00,—1],ona2zx—-1<0<VaZ+38
donc I'équation est toujours vérifiée.
- Siz €] - %,+oo[, alors I’équation se récrit

(22 —1)% < 2% +38, ou encore 3z +4x—7 < 0.
Les racines du polynéme étant 1 et —%, on
en déduit que les solutions dans cet intervalle
sont les réels dans ] — £, 1].

Finalement, ’ensemble des solutions est | — oo, 1].

11.

12.

13.

14.

15.

16.

L’équation est valide si et seulement si z > —1, et
z € |—00,—2] U [0,+00], du fait que 2z*> + z =
#(2z + 1) a pour racine —5 et 0. Finalement, le do-
maine de validité est D = [—~1,—3] U [0, +ool.
Comme les deux membres de 'inéquation sont po-
sitifs sur D, on peut élever au carré, et I’équation
se récrit £ 41 > 2z + z, c’est-a-dire 22 < %, ce qui
équivaut a |z| < %, soit —% <z < %

Comme on résout dans D, I’ensemble des solutions

1 1 1
est finalement ]_ﬁ’ —5] U] [0, 7 [

Le domaine de validité est R} . Comme la fonction
racine carrée est strictement croissante sur R4, on

a In®?>1 & |lnz/>1
< Inz<—-1loulnz>1
& xge_loux>e.

D’ou I'ensemble des solutions : |0, 1] U [e, +ocl.

Le domaine de validité est R’} . L’équation est équi-
valente a In (z(z + 1)) > In2. Comme la fonc-
tion In est strictement croissante, ceci équivaut a
z(z+1) > 2, ou encore 4 > +x—2 > 0. Si x € RY,
alors z° +x — 2 = (z — 1)(z + 2) est du signe de
x — 1. Par conséquent, ’ensemble des solutions est
11, 4o0[.

Autre méthode : la fonction z — In(z) + In(z + 1)
est strictement croissante sur R% comme somme de
fonctions strictement croissantes. Par conséquent,
on a f(z) > f(1) = In2 si et seulement si z > 1,
d’out le résultat.

Comme pour tout z € R, €** > 0, on multiplie

l’équation par €2* : équation équivaut & 1—e® > 0.
L’ensemble des solutions est | — 0o, 0].
Comme 3e” > 0, on peut récrire ’équation se ré-

.. 22a .
crit €*" =% > 3, ou encore z2 — z > In3 par stricte
croissance de In. Comme les racines de z°> — 2 —In 3

sont z11(1—v1+4In3) et 2z = 1 (1++1+41n3),

P’ensemble des solutions est |—oco, z1[ U |z2, +00].

Le domaine de validité est R \ {3}. On dresse un
tableau de signe, et on obtient que l’ensemble des
solutions est [1,3[ U [2,+ool.

Exercice 9. Résoudre dans R, selon les valeurs du paramétre réel m :

a. 2 —mx+1=0.

b. 224+ m > (m+ 1)z

a. On écrit le discriminant associé : A = m? — 4. On distingue donc suivant les cas suivants :

b.

— Sim €] — 0o, —2[U]2, +o0], alors A > 0, et ’équation a deux solutions, qui s’écrivent

m—i—\/m2—4€t m—vm?2 —4
5 .

2

— si m € {-2,2}, alors A = 0, et 'équation admet une unique solution qui s’écrit % .

— Sim €] —2,2[, alors A < 0, et I’équation n’a pas de solution.

Voir DM 2.
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c. Le domaine de validité de I'inéquation est D = R\ {—2,1}. Sur D, I'inéquation se récrit

(m—-1Dzx+2m+1

@D+

On distingue alors les cas suivants.

déduit que ’ensemble solution est | — 2, 1].

— Si0<m< 1, on a le tableau de signe suivant :

— Sim > 1, alors on a 2175;1 —(-2) = ﬁ < 0, donc 2{?:} < —2. Ainsi, on a le tableau de signe suivant :
3 —00 2 ) 2 1 +o0
(m — Dz + 2m + 1 - 0 + aF aF
z — 1 - - - 0 +
z + 2 = - 0 + +
(m—1)z+2m+1
 G-NG+7) - 0o+ [ - | +
Dans ce cas, 'ensemble des solutions est donc | — oo, 22t ] — 2, 1].
— Sim =1, alors I'inéquation se récrit m < 0. Comme m est du signe de (z — 1)(z + 2), on en

.

T —00 —2 1 Zmt1 +o0
(m — )z + 2m + 1 F TF + 0 -
z — 1 — - 6 + +
T + 2 e + +
(m—1)z+2m+1
G-D(t2) + | -1 + -
car Z2tl 1 = 3™ 5 0, donc 22EL > 1. L’ensemble des solutions est alors ] — 2, 1[U [22EL 400
— Sim = 0, alors I'inéquation se récrit m < 0, soit —5 > 0. Comme zT—z est du signe de x + 2, ’ensemble
des solutions est | — 2,1[U]1, 4o0].
— Sim < 0, on a cette fois 0 < 2m+1 < 1, d’ou le tableau de signe :
T —00 =2 2{';;1 1 +00
(m — Dz + 2m + 1 + + 0 - —
& = 1 = - - 0 +
z + 2 - 0 + + +
(m—1)z+2m+1 _ —
@—1)(z12) + ] |+
et I'ensemble des solutions est ] — 2, 2% U1, +ool.

Exercice 10. Soit la fonction polynomiale P définie, pour tout réel = par
P(z) = 2%+ 42> + © — 6.

1. Calculer P(1).

2. Déterminer des réels a, b, ¢ tels que P(z) = (z — 1)(az? + bz + ¢) pour tout = € R.
3. Résoudre alors 'équation P(z) = 0.
e?® 4+ 4e” +1 — 6e”

4. Résoudre I'équation (F) : T =0.

1. On a P(1) =0, donc 1 est racine du polynéme P.

2. On peut procéder par identification : si P(z) = P(z) =
En identifiant coefficient par coefficient, on obtient donc que

a=1

a=1
b—a=14 C N
ce qui équivaut a b=5
c—b=1
c=6
—c=—6

Finalement, P(z) = (z — 1)(z* + 5z + 6) pour tout = € R.

4/5
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3. Le polynéme z? + 5z + 6 a pour racines —3 et —2. Comme P(z) = (z — 1)(z* + 5z 4+ 6), on en déduit que ’équation
P(z) =0 a trois solutions : —3, —2 et 1.

4. En multipliant ’équation par e” (qui est strictement positif), on obtient que (E) équivaut a ** 4 4e** +e” — 6 = 0.
3 2 e —
Maintenant, en posant y = e, on remarque que (E) se récrit { Z _Jreiy +ty—-6=0 5
Comme les trois solutions de y> + 432 +y — 6 = 0 sont —3, —2 et 1, on en déduit que la seule solution de 1’équation

(E) correspond & y = 1, les autres valeurs étant négatives. Finalement, la seule solution de (E) est alors In1 = 0.

Valeur absolue

-2 1
— 4 =

<2
2 x| 9

. 3
Exercice 11. Montrer que pour tout réel x € {2, 2} ,on a

[ Voir DM 2. ]

Exercice 12. Pour z € R, on pose f(x) = |22 + 2 + 1| — 222 — 3z + 1|. En fonction des valeurs de = € R, écrire f(z)
sans valeur absolue.

On remarque pour commencer que le polynéme z* +z+ 1 est de discriminant —3 < 0, donc 22 +x + 1 est de signe constant,
positif. Ainsi, [#? + z + 1| = 2® + x + 1 pour tout = € R.

: R 2 . 1 s 2 <0 size i 1],
Par ailleurs, le polynéme 2z~ — 3z + 1 a pour racines 1 et 5, donc on en déduit que 2z~ — 3z + 1 >0 sinon 2
?+z+1—(—20+3x-1) = 3z -2z+2 size[}1],

2?4 +1— (22> -3z +1) = —2® +4z sinon.

Ainsi, f(z) = {

Exercice 13. Résoudre les équations suivantes.

lt+2/=3 , |z+3|=|-20+5 , |v?—4x+1=3.

2
x+|x|:5 , 44—z ==

Exercice 14. Résoudre les inéquations suivantes.

224+1]>5 , |z+3|<|—2z+5]
|22 —4r+1|<3 , |r—1<|20+1+1 , VI-2z=|z+7|.
— Résolution de /1 —2z = |z + 7| : le domaine de validité est D =] — oo, ]. Si € D, comme les deux membres de

I’équation sont positifs, 'équation équivaut a 1 — 2z = (x + 7)?, soit 2 + 16z + 48 = 0. Les deux solutions sont —4
et —12. Comme ces deux solutions sont dans D, ce sont les deux seules solutions de 1’équation /1 — 2z = |z + 7|.

Exercice 15. Soient z,y € R. On souhaite démontrer I'inégalité triangulaire :
Iyl = lal| <l +yl < |=] + Jyl-
a. Montrer que |z+y| < |z|+|y|. On pourra commencer par élever au carré chacun des membres de l'inégalité.
b. A quelle condition sur z et y 'inégalité est-elle une égalité ?
2. a. Montrer la deuxiéme inégalité : ||y| — |z|| < |z + yl.
b

. A quelle condition sur z et y I'inégalité est-elle une égalité ?

Exercice 16. Montrer que : pour tout z,y > 0, |f— \/gj| <Alx =yl

Exercice 17. Soit z,y € R. On note max(z, y) le maximum des deux réels = et y et min(x,y) leur minimum. Montrer

que

T+y+[z—yl
2

z+y—lr—yl

max(x,y) = 5

min(z,y) =
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