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20. Comparaison locale des fonctions et
développements limités

Exercice 1. Déterminer des équivalents simples des fonctions suivantes aux voisi-
nages précisés.

1. wa en 0 et et +00.
53 + 2z
z (In(1 + z))2
2. (i3;7+4)) en 0.
3. z—=vV1i+orx—+vV1—2x en0.
4. xHL en 0.
(I+z)®-1

5. x + sin(22?) + cos(3z) — 1 en 0.

Inx

Exercice 2. Calculer lim .
z—1 2 —1

Exercice 3. Déterminer les limites suivantes a ’aide d’équivalents.
vV 3
1. lim x(3+2z) L
0+ Vasin (y/z)
(1 —¢e")(1—cosx)

2. lim
z—0 2]}3 =+ 5.’155
3. lim (14 a)*.
z—0
s R
9 o x+3 ~ V3 _
1. Au voisinage de 0, on a z (3 + x) Jon (V) T X3 X e = 3v/3.
La limite cherchée est donc 3v/3.
o 3 (1—e”)(1—cos x) 7z(§> 1 IS 1
2. Au voisinage de 0, Edeet ~ —5—3% = —g, donc la limite vaut —z.
3. Ona (1 +$)% = ez n(1+2) Oy L In(l1+x) ~ 12 =1,donc i In(1+x) — L.
T— z—
Ainsi, par composition de limites, (1 + x)% e
Tr—

Exercice 4. Dans chacun des cas suivants, déterminer le développement limité de f
a l'ordre n au point a.

1. frxa—e" (14 2z), pourn=23a=0.

2. f:x—In(l+2a)sinz, pour n =25, a=0.
e’ —cosx

3. fixm pour n =3, a = 0.

vi+zx

4. fz pour n =3, a =0.
1— 22
5.f:xr—>xelfzspourn:7,a:0.
In(1+ 2
6.f:x|—>gpourn:2,a:1.
14+
Is n I 2 3 2}
e"(14+2z) = (l—i—w—&—%—&—%—&—o(ax?’)) (1+=x)
2 , 2 3 3
= 1+2x+§x +§x +o(:v).
2. . x> z> z* 4 z3 4
In(l1+z)sinz = (w—?—i—?—?—i—o(x))(;r—g—&—o(m))
3 4 5
R
3 e —cosx s 2 @ 4
o = 7<1+$+?+€ ﬂ—(l—f—kﬂ)—ko(m))
1'2 3
= 1+m+€+o(m)
4 Vitz @ @ & 3 2 3
L = (145545 +0Y) Grat+o(@)
x  Tz? 928 3
= 1+§+T+T6+O(m)
5. , X 7
rze ° = exwe zew(l—wg—&—g—&—o(x(i)) :ex<m—x4+?+o(:€7))
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6. 1ére méthode : on pose h = x — 1, ce qui donne 1 + x = 2 4+ h. Or pour h au
voisinage de 0,

In(2+h) In2+1In(1+ %)
2+h 2(1+ %)

1 h  h? 2 h  h? 2

1 1—-In2, 2l2-3 , )
= 5(1nz+ 5 h+—3 h+0(h)).
.. In(l+2) In2 1-In2 2In2-3 2 2
AlnSl,Hixz:17+ 1 (ZE*l)‘FT(I*l) JrO((Irfl))

Exercice 5. Déterminer les limites suivantes en 0 & I'aide d’un développement limité.

1 AT

1 lim =

x—0 X
9 lim © (24 cosz) — 3sinz

z—0 23 (1 — cosx)

T _ T

3. lim &7 ou a,b > 0.

z—0 xT

Exercice 6. Déterminer la nature des séries de terme général u,, dans chacun des
cas suivants.

1 1
1. u, = nln <1+> — cos ()
n n
1 1
2. u, = e /" —cos (> + 3sin ()
n n

n(m -z +o(3) —1+0Q) = -5z +0(3).

0. .o 1 oo ° o 1
Ainsi, un ~ —5-. Ainsi, par comparaison avec la SATP divergente > -, on en
déduit que ) un diverge.

1. On a un, =
n——+oo

_ 3,9 1 1 1 3 1y _ 5 1
2. Onaun = 1=2+5540(5z) = (1 - gz +o(52)) +5+0(5z) = =Z+o(5z).
Ainsi, up ~ %, et par comparaison avec la SATP convergente ) n%, on en
déduit que la série Zn Un, converge.
. J

Exercice 7. Déterminer les extrema locaux de la fonction z — e* +z (In(z) — 1 —e).

Exercice 8. Déterminer la position locale de la courbe de la fonction z — T
x

par rapport a sa tangente en 0.

(1—2)In(1 —x)
x
1. Donner un développement limité de la fonction g : z — (1 —x)In(1—=z) a Pordre
3en 0.

2. En déduire un développement limité de f & I'ordre 2 en 0.

Exercice 9. Soit la fonction f: z — — définie sur 0, 1[.

3. Justifier que f est prolongeable en une fonction dérivable en 0 et déterminer
I’équation de la tangente & la courbe au point d’abscisse 0. On étudiera la
position de la courbe par rapport a la tangente.

Exercice 10. On considére la fonction f : z +— (x + 1) e¥ 1 dont on note Cr la
courbe représentative.

1. Etudier Iexistence d’asymptote a €, ainsi que la position de € par rapport a
celles-ci.

2. Terminer I'étude, et donner l'allure de €.

1. Comme ﬁ —+> 0, on peut utiliser le DL de exp au voisinage de O :
r—r+0o0

(m+1)eﬁ = (z+1) <1+xi1+2(xi1)2+0<xi2)>‘

L1 1 a1 (1) _1,1 (1
z—1 xlf%_ x z Tz a2 x2 )’
1

Or on a =

8
—

Comme on a aussi on obtient

2(z — 1)? +oo0 222

(@+1)em™1 = (z+1) <1+%+Ti2+°(i>)

-~
5 1
= x+2+—+0<7>,
2x aB

Ainsi, la droite d’équation y = = + 2 est asymptote a ¢y au voisinage de +oo.
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Par ailleurs, comme %

son asymptote.

> 0 au voisinage de 400, la courbe @} est au-dessus de

Les calculs ci-dessus sont valables au voisinage de —oo. On obtient donc que la
courbe a la méme asymptote au voisinage de —oco. Comme % < 0 au voisinage
de —o0, on en déduit que € est en-dessous de son asymptote.

Ftude au voisinage de 1. On a ﬁ — +o0 et ﬁ — —o00, donc
z—1+t x—1—

fl) — 400, e —> 0.
z—1t r—1—
Ainsi, la droite x = 1 est asymptote verticale & €. Par ailleurs, f est prolongeable
par continuité en 1~ (par 0).

2. La fonction f est dérivable sur R\ {1} et pour tout z € R\ {1},
L Bl A 2 —3x 1 z(x—3) _1_

fi(x) = e== fmezfl = mezfl = We“l.

On en déduit les variations de f sur R\ {1}, ce qui permet le tracé suivant.
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Exercice 11.

1. Montrer que la courbe représentative de la fonction f : x — (z — 2) es définie
sur R* admet une asymptote oblique en +oc.

2. Etudier la position de la courbe par rapport a 'asymptote au voisinage de +oc.
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