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21. Applications linéaires

Exercice 1. Dans chacun des cas suivants, déterminer si ¢ est linéaire. Si c’est le
cas, déterminer son noyau.

. p: R — R 6. ¢: R — R

(,y) — -3 (z,y) = \/W
2. ¢: R2 R 7. ¢: Rlz] = Rfg]

(r,y) — x—3y P —~ P+P
3. p: R — R2 8 p: RY R

T = T (Un), = uo+uy

) 3 2
4. ¢: ( R | : ( +2R ) 9. ¢: M(R) — M(R),
z —Z

x,Y, € Yy M — AM

5. @ R3 — R 01
0 A: .

(r.0.2) = (@+2)(y-2) o (0 1)

Exercice 2.

1. Soit f l'application linéaire de R dans R? telle que :
f(17070) = (171)7 f(07170) = (051) et f(07071) = (_171)

a. Pour tout (z,vy,2) € R3, déterminer f(z,y, 2).

b. Déterminer le noyau de f.
2. Déterminer le noyau de g : (x,9,2,t) ER* = (x+y+z+t, 2 —y+2—t, y+t).
3. Déterminer I'image de h: (z,y) ER?2+— Bz —y, 2 +y, T — ).

Exercice 3. Déterminer 'image et le rang de I'application linéaire ¢ dans chacun
des cas suivants.

1. ¢: R3 — R2
}_>

(l’,y,Z) (x+y+27xily)
2. p: Ryfz] — Rolz] .
P — P

3. 0: M[R) —  M(R) oﬁA((l) ;)
M — AM —2tM

Exercice 4. Soient F et F' des espaces vectoriels de dimension finie.
1. Soient f,g deux applications linéaires de F dans F.
a. Justifier que Im(f + ¢) C Im(f) + Im(g).
b. En déduire que rg(f + g) < rg(f) + rg(g).
c. Montrer que Ker(f) NKer(g) C Ker(f + g).

2. Soit ¢ un endormophisme de E. Montrer que Im(¢) = Im (¢?) si et seulement
si Ker(p) = Ker (?).

Exercice 5. Soient les vecteurs u; = (1,2,1),u2 = (0,1,0) et uz = (0,0,1) de R3.
On note F' = Vect (uy,us) et G = Vect (u3).

1. Justifier que R? = F & G.

2. Expliciter le projecteur sur F parallélement a G.

Exercice 6. Montrer que p : (2,9,2) € R — (—y — 2,2+ 2y + 2z, —2 — y) est un
projecteur. Préciser sur quel sous-espace vectoriel, et parallélement auquel.

Exercice 7. Soit ¢ : R3[X] — R*
P —  (P(-1),P(0), P(1), P(2)).
1. Montrer que ¢ est linéaire.
2. Montrer que ¢ est un isomorphisme.

3. En déduire qu’il existe un unique polynome @ de R3[X] tel que Q(—1) = 0,
Q(0)=Q(1) =3et Q(2) =1.

Exercice 8. Soient f et g deux endormorphismes de E. On dit qu’un sous-espace
vectoriel F' de F est stable par f si:

Yu€eF, f(u)€F.

1. Montrer que si f et g commutent alors Ker g et Im g sont stables par f.
2. Montrer que si g est un projecteur, alors la réciproque est vraie.

Indication : st g est un projecteur, on se rappelle que E' = Kerg ® Img.
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Exercice 9. Soient p et g deux projecteurs de E. On pose f =p+q € L (E).
1. Montrer que poq = qop = 0g(g) si et seulement si f est un projecteur.
2. Dans cette question, on suppose que f est un projecteur.

a. Etablir que Ker(f) = Ker(p) N Ker(q).
b. Montrer que Im(f) = Im(p) ® Im(q).

Exercice 10.

1. Soit p € Z(F) un projecteur. On suppose qu’il existe A € R et u € E avec
u # 0g tels que p(u) = Au. Montrer que A € {0,1}.

2. Soit a € R. On définit les applications :

R2
fle+y, z+y).

pa: R?  — R2 g: R? =

(Ivy) = aT];i,J (eray, az+a2y), (l’,y) =
a. Montrer que les applications p, et ¢ sont des projecteurs.
b. Déterminer une base de Ker (p,).

c. Montrer que (pg 0 q) (1,a) = a(1,a), ol « est un réel qu’on exprimera en
fonction de a.

d. En déduire la ou les valeurs de a pour lesquelles p, o g est un projecteur.

Exercice 11. Le but de cet exercice est de faire ’étude des symétries comme celle
des projecteurs.

Soient E un espace vectoriel et F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires
de E. Ainsi pour tout u € F, il existe un unique couple (up,ug) € F x G tel que
u = up + ug. On définit alors la symétrie s par rapport & F' parallélement & G par :

s : F — E
U = U —ug.

1. Justifier que s est une application linéaire.

2. Donner la symétrie par rapport & Vect((1,1)) parallélement a Vect((1, —1)).
a. Prouver que G = Ker (s + Idg) et F' = Ker (s — Idg).
b. Soit p le projecteur sur F parallélement a G. Vérifier que s = 2p — Idg.

4. Soit f une application de F dans E. Montrer que f est une symétrie si et
seulement si f est linéaire et fo f =Idg.

5. En déduire qu’une symétrie est un automorphisme et déterminer son application
réciproque.

6. Vérifier que f : R? — R? est une symétrie.

(z,y) = 5(z+4y, 22—y

Exercice 12. Soit n € N*. Montrer qu’il existe un unique polynéme @ tel que pour
tout réel z, 2™ = Q(z + 1) + © Q" (x). On ne cherchera pas a déterminer Q.

Exercice 13. Soit p un projecteur d’un R-espace vectoriel E.
1. Montrer que pour tout v € Imp, p(v) = v.
Soit ¢ un autre projecteur de E tel que po ¢ =0 (g).
2. Montrer que r = p + ¢ — g o p est un projecteur de F.
Le but est maintenant de montrer que Imr = Imp + Im g et Kerr = Kerp N Kerg.
3. a. Montrer tout d’abord que Imr C Imp + Img.
b. Soit v =a+b € Imp+Imq avec a € Imp et b € Im ¢q. Montrer que a = p(v)
et en déduire que b = v — p(v).
c. Déduire de la question précédente que Imp + Img C Imr.
4. Montrer que KerpNKerq C Kerr.
5. Soit u € Kerr. En remarquant que p?(u) = p(u), montrer que u € Ker p.

6. Conclure.

Exercice 14. On se place dans lespace vectoriel R?. On note : Id Iapplication
identité de R? et 0g(g2) 'application nulle de R

Le but de cet exercice est de trouver tous les couples d’endomorphismes (¢, ) tels
que @, € £ (R?) vérifient les quatre propriétés suivantes :
@2 = Id»
¥ #1d,
(v ~1d)* = Op(za),
ker(¢ + 1 — 1d) # {Ogz}.
1. Etude d’un exemple. On introduit les endomorphismes de R? suivants :
w:(xay)H(izhx)v ¢(z7y)'_>(m+yvy)

Montrer que le couple (¢, 1) vérifie les quatre propriétés de (P).
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2. Cas général. Nous revenons au cas général, et considérons dans toute la suite
un couple (¢, 1) qui vérifie (P).

a. Justifier que dim (ker(p + ¢ —Id)) € {1,2}.
b. Montrer que si dim (ker(¢ + ¢ —Id)) = 2, alors ¢ = — (¢ — 1d).

c. En déduire que dim (ker(¢ + ¢ —Id)) = 1.
d. On considére ugy € ker(yp + 1 —Id) tel que ug # Oge. Justifier que (uz) est
une base de ker(p + ¢ — Id).
3. On pose u; = —p(ug), ot ug est le vecteur introduit dans la question précédente.

a. Montrer que (uj,us) est une base de R2.
b. Calculer p(uq) en fonction de us.
c. Calculer ¥(usg) puis ¢ (u1) en fonction de uy et us.

d. Pour z,y € R, en déduire ¢(xu; +yus) et ¥(xuy +yusz) en fonction de x, y,
ui et us.
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