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7. Suites réelles

Exercice 1. Soient (uy),cy et (vn),cy deux suites définies par

u = 22Uy, — Un,
ug =2,v9=1 et VYneN, nt e
Upnt1 = Up + 40y

1. Montrer que la suite (u, + v,,) est géométrique. En déduire une expression de
Uy, + v, pour tout n € N,

. . (% . .
2. Montrer que la suite (w,,) définie par w,, = 3—Z pour tout n € N est arithmétique,
et en déduire une expression de w,, pour tout n € N.

3. En déduire une expression explicite de u,, et v, en fonction de n € N.

ug = 1,
vn € Nyupy1 = 3u, + 3™

Pour tout n € N, on pose v, = 3—2 Montrer que la suite (vn)neN est arithmétique

Exercice 2. Soit (uy),cy la suite définie par {

et en déduire ’expression explicite de u,, pour tout n € N.

Exercice 3. Pour chacune des suites (u,)nen suivantes, déterminer une expression
explicite de u,,, étudier la limite de (u,).

1 Ug = 2a 4 Uug > 07
"l VneN, upyq = 4du, — 3. Tl R EN,  upgr = 2(u,)?

9 Uug = 1, Uy = 0 1 1
' Vn €N, Upto = 3Upt1 — 2Unp. U= =, U] = —,
=1 u =1 5. 2 13 3 2
3.4 o T ¥n €N, ==
Vn €N, Upto = 6Upt1 — Yu, Upto  Upil  Up

Exercice 4. Soit (uy), oy une suite telle que ug > 1 et uy, 41 = uZ — 2u, + 2 pour
tout n € N.

1. Montrer que pour tout n € N, u,, > 1.

2. Pour tout n € N, on pose v, = In(u,, — 1). Déterminer I’expression de v,, pour
tout n € N, et en déduire u,,.

Exercice 5. On définit les suites (un), oy €t (vn),cy PAr

Uug = 1, Vo = 2,
Vn €N, upt1 = 3u, + 2v,,
Vn € N, vy411 = 2uy + 3v,.

1. Montrer que la suite (u,, — v,,) est constante.
2. En déduire que (u,) est une suite arithmético-géométrique.

3. Calculer alors u,, et v, en fonction de n.

Exercice 6. Soit (z,),y la suite définie par

150:3, $1:2, .’172:6,
vn €N, Tpi3 = 2Tpg2 + Tpg1 — 20,

1. Pour tout n € N, on pose v,, = 41 — T,,. Déterminer une relation entre v, 2,
Up41 €t v,. Calculer également vy et vy.

2. Déterminer v,, en fonction de n. En déduire z,, en fonction de n.

Exercice 7. Déterminer la monotonie de la suite (uy,), dans chacun des cas suivants.

n

1. u, =n? — 2n, pour tout n > 1.
" P ~ 4. u, = Hﬁ,pour tout n € N.

n2
2. u, = —» pour tout n € N. k=1
n!
noq 5. U, = (n>7 pour tout n € N, ou
3. U, = Z - pour tout n € N*. k
k k € N* est un entier fixé.

k=n-+1

Exercice 8. Soient (uy)nen une suite telle que (w2, )nen €t (Uan+1)nen convergent
vers une méme limite £. Montrer que (u,)nen tend vers £.

Exercice 9. Soient (u)nen et (vn)nen deux suites a valeurs dans [0, 1] telles que

lim w,v, = 1. Montrer que lim wu, = lim v, = 1.
n—-+o00 n—-+o0o n——+o0o

Exercice 10. Déterminer le comportement asymptotique (convergence/divergence,
limite si possible) des suites définies pour tout n € N* par :
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sin 2(n) —
Q. Uy = (n) L. unzw
vn In(n) +n
v
b. u, = cos (—) sin (Zn) —3n
e up = ((-1)"+n®)e " n+3
— ((_1\n -n 3 n_pn
d~un—(( nH"+e )n n,un:%oﬁ0§a<b.
e. up = (cos(n) + 3)In(n) am +b
foun=vn+1—+yn 1
g o= g
g. Up = k=1
n n
1 1
_ 2z DUy = ——
h. up {3+HJ p-tn ;\/m
iu, = e, "o
n T =)
X 3n+1 kfln—’_k
R P n
b, o sl roun =Y ek
S Bn2 +4n — 2 k=1

Exercice 11. Comparer les limites suivantes :

lim <lim (1—1> >7 lim <lim (1—1> ) et lim <1—1> .
m——+oo \ n—+oo n n—+oo \ m——+oo n n—-+4+oo n

Exercice 12. Soit (uy,)

n € N.
1. Montrer qu’on a 0 < u,, < 2 pour tout entier naturel n.

. . U
nen la suite définie par ug = 0 et u, 41 =1+ ﬁ pour tout
n

2. En déduire la limite de la suite (un),,cy-

Exercice 13. Soit (u,) la suite définie par ug = 1 et Vn € N, u,11 = 2sin (un) .

neN 7
1. Montrer que pour tout x € R4, on a sinx < z.
2. Montrer que la suite (u, ),y est décroissante.

3. En déduire que la suite est convergente et déterminer sa limite.

Exercice 14. On considére les fonctions Python suivantes :

def U(n) def V(n)
x=0 x=1/2
for k in range(n) for k in range(n)
x = (1+x)**2/4 X = np.sqrt (1+x**2)
return x return x

Etudier les suites (un)nen €t (vn)nen correspondantes.

Exercice 15. On définit les deux suites (a,)nen €t (bn)nen par :

bo > ag > 0 et pour tout n € N,

/ n+bn
Up41 = anb, et bn+1 = %

Montrer que ces deux suites sont bien définies et qu’elles convergent vers un méme
nombre /.

n

. —1)k

Exercice 16. Soit (S, )nen+ la suite définie par : Vn € N*, S, = Z ( Ic) .
k=1

1. Montrer que les suites (So,)nen+ €t (S2n+1)nen+ sont adjacentes.

2. Que peut-on en déduire pour (S, )nen+ !

1
vy +1°

Exercice 17. Soit (v,)nen telle que vy > 0, et pour tout n € N, v, 41 =

1. Justifier que la suite (v, )nen est bien définie.

1

=1 Etudier f et montrer

2. On considére la fonction f définie sur Ry par f: x —
qu’elle admet un unique point fixe, noté /.

3. Montrer que la suite (vy,), oy est bornée.

4. Justifier que la fonction fo f est bien définie sur R,. Quelle est sa monotonie ?
En déduire que (va,)nen est monotone, puis convergente (on note £ sa limite).

5. Déterminer tous les points fixes de f o f, et en déduire que /=1

6. Montrer que (v,),, oy converge vers £.

Exercice 18.

n
1. Montrer que pour tout n € N*, il existe z,, € [0, 1] tel que Z fo =1
k=1
2. Etudier la monotonie de la suite (Zn)nen-
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3. Montrer qu’elle est minorée par ;-

1

4. Montrer qu’elle converge vers 5-

Exercice 19. On définit la suite (uy,),, oy par to= st ==l
Vn € Nyupys = 3upy1 — 2uy,.

0 1 0 Up,
On introduit M = | 0 0 1], eton pose X,, = | upq1 | pour tout n € N.
-2 3 0 Up 42

1. Déterminer M X,, pour tout n € N. En déduire X,, en fonction de M et Xj.

2. Montrer que pour tout n € N, la premiére ligne de M™ est donnée par

(;“—2)" —6n+8) %((—2)"+1 +3n+2) é((—z)n +3n - 1)) .

3. En déduire ’expression de u,, en fonction de n pour tout n € N.

Exercice 20. Le but de 'exercice est d’étudier les solutions de ’équation e* = x +n
(pour z € R) et leur comportement lorsque n tend vers +o0o.

1. Reéaliser une étude compléte de la fonction
frxz—e" —ua.
On précisera le domaine de définition, le tableau de variation, les limites et on

donnera ’allure du graphe.

2. On fixe un entier n > 2. Déduire de la question précédente que I'équation
e” = x 4+ n admet exactement 2 solutions, que l'on note x,, et y,, avec x,, < y,.

3. Démontrer que les suites (2, )n>2 €t (Yn)n>2 sont monotones, et déterminer
leurs limites respectives.

Exercice 21. Pour tout entier n > 3, on note f,, : R} — R
r +— xz—nlnzx

1. Montrer que I’équation f, () = 0 admet exactement deux solutions, qu’on no-
tera u, et v,, avec u, < v,. Vérifier que 0 < u,, < n < v, pour tout n > 3.

2. Donner la limite de la suite v,,.

3. a. Montrer que pour tout n > 3, 1 < u, <e.

b. Montrer que pour tout n > 3, f,(un+1) = In(upy1). En déduire le sens de
variation de (uy,)n>3.
c. Montrer que (uy,),>3 est convergente, puis en encadrant In u,,, établir que

lim w, =1.
n—-+oo

Exercice 22. Soit f la fonction définie sur |0, 4oc0[ par f(x) = = + In(x) pour tout
x €]0, +ool.

1. Montrer que f est une bijection strictement croissante de |0, +oo[ dans R.

2. a. Pour tout n € N*, montrer que ’équation x +Ilnx = n posséde une unique
solution, que ’on notera x,,.
b. Etudier la monotonie et la convergence de la suite (z,).
3. a. Pour tout n € N*, comparer f(n) et n. En déduire que z,, < n.
b. En déduire que : Vn € N* n —lnn < z,,.
Ty

c. Déterminer lim —.
n—+oo N



