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8. Systémes linéaires et matrices

Exercice 1. 1. Résoudre les systémes linéaires suivants.

c+2y+2z=3
a. T —2y+32=-5
2c+y+ 52z =-3
r4+4y—6z=1
b. Sx+y—22z=2
—r—3y+5z2=0
204+ 3y — 22 =3
c. {3z +2y+2=6
dr —2y+32 =95
20 =3y +2=2

20 +y—2=1
3z+3y —z=2
2 +4y =2

®

2r+y+z2=1
f e3r+3y—22=4
r4+2y—32=2

T—2y+5z—-3t=1
204+ 3y+z—4t=1
3x+8y—3z—5t=1
T+y+z2+t=0

d <3x—8y+5z=>5
3r—y—2z=1

2. Soient a,b et c trois réels fixés. Résoudre le systéme suivant.

r+2y—z=a
—2x—-3y+3z=0»
r+y—2z=c

Exercice 2. Résoudre le systéme suivant en fonction de la valeur du paramétre
m € R.

T —my+ m?z=m

mz —m2y +mz =1

me+y—m2z=1

Exercice 3. Résoudre les systémes suivants.
2 7
= 2yt =2 :
bt 2y | Tot3y vy 8% = 10y
1 3 S c. oe _ 5
S5x+2y Tz +3y Yy

Exercice 4. On considére un réel \ et le systéme suivant :

2=Nzx+42=0
3r—(4+Ny+122=0 (S)
x—2y+(B-XN)z=0

Pour quelle(s) valeur(s) du paramétre X le systéme admet-il une unique solution ?

s )
On sait que le systéme a une unique solution si et seulement si

2— A\ 0 4
A= 3 —4 — A\ 12 est inversible.
1 —2 5—X\

Par opérations élémentaires, on obtient :

i 1 -2 5—A\
A € GL3(R) & 3 —4 - 12 € GL3(R)
2— ) 0 4
Ly + Lo — 3Ly 1 —2 5—X
L3 < L3 — (2 — AL
& 0 2—A 3(A—-1) € GL3(R)
(O 22-X2) —-(A=-1)(\- 6))
P 1 -2 5-A
& 0 2—Xx 3(A—1) | e GL3(R)
0 0 -A(A-1)

Cette derniére matrice est triangulaire, et inversible pour tout A € R\ {0,1,2}. On en

déduit donc que le systéme a une unique solution ssi A € R\ {0, 1, 2}.

Exercice 5. J’ai trois fois I'Age que vous aviez quand j’avais I’Age que vous avez.
Quand vous aurez I’Age que j’ai, ensemble nous aurons 98 ans. Quel est mon age 7

Exercice 6. Une ébéniste fabrique trois types de jouets en bois : A, B et C. Les jouets
A nécessitent 20 grammes de bois et sont vendus 5 euros; les jouets B nécessitent
30 grammes et sont vendus 12 euros; les jouets C nécessitent 50 grammes et sont
vendus 15 euros.

Sachant qu’en une journée, I’ébéniste a fabriqué 9 jouets, a utilisé 280 grammes de
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bois et a fabriqué pour 93 euros de jouets, déterminer le nombre de jouets de chaque
type fabriqués par I’ébéniste durant cette journée.

Exercice 7. Soit a un réel. A quelle condition sur a la matrice

A:

[

1
1
a

—_Q

est-elle inversible ?

Exercice 8. Déterminer si les matrices suivantes sont inversibles, et calculer leur
inverse lorsqu’elle existe.

L3 2 -2 1 1 0 2
A:(Q 4), B=|2 -3 2|, c=[3 -1 1
-1 2 0 1 -1 -3

Exercice 9. Soit n un entier supérieur ou égal a 2. On introduit

0O ... 0 X\
Ao : A2 0 7
0o .
An O 0
z1 Y1
ol A1, ..., A, sont des réels non nuls. On pose X = | @ | etY = | :
T Yn

1. Ecrire le systéme AX =Y puis le résoudre.

2. En déduire que A est inversible et calculer I'inverse de A.

Exercice 10.
1. Trouver a, b, c,d € R tels que pour tout réel z différent de —2, —1,0 et 1,

208 + 202 + 62 +4  «a b Ly d
(22 -1)(z2+22) z+2 a+1 x z-1

203 + 222 + 6z + 4
(22 — 1)(2? + 2x)

2. En déduire une primitive de z — sur |1, +o0l.

Exercice 11 — Lemme d’Hadamard.
Soient n un entier supérieur ou égal & 2 et A = (a; ;)
telle que pour tout ¢ € [1,n], on a :

1<i j<n Une matrice de Mp(R)

> Z|ai’j|.

J#i

|la;;

On dit que A est une matrice a diagonale strictement dominante. Montrer que la
matrice A est inversible.

On pourra raisonner par l’absurde en considérant une matrice colonne X non nulle
telle que AX = 0.



